
7.1.1  引例
例 曲线上任意一点处的切线斜率等于2x，且该曲线通过点(1,2) ，求该曲线的方程。
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解 设所求曲线为 ，由导数的几何意义可知， 满足关系式( )y f x ( )y f x

又因曲线经过点 ，故所求曲线应满足(1 2)，
1| 2xy  

对式（7-1）两边积分，得
22 d ( )y x x x C C   为任意常数

1C 

所求方程为 2 1y x 

解决此问题的方法为首先建立一个含有未知函数的导数的

方程，然后通过此方程求出满足所给附加条件的未知函数。

把其代入方程中，得



7.1.2  微分方程的概念

表示未知函数、未知函数的导数及自变量之间关系的方程称为微分方程。

1．微分方程的定义

注：在微分方程中，自变量及未知函数可以不出现，但未知函数的导数必须出现。

未知函数是多元函数的微分方程称为偏微分方程。

未知函数是一元函数的微分方程称为常微分方程。



微分方程中所含未知函数的导数的最高阶数称为微分方程的阶。

( )y f x y  ，

二阶微分方程的一般形式为

( )y f x y y  ，，

2．微分方程的阶

一般地，一阶微分方程的一般形式为

( ) 0F x y y ，，或

( ) 0F x y y y  ，， ，

n阶微分方程的一般形式为

( ) ( 1)( )n ny f x y y y    ，， ， ， ( )( ) 0nF x y y y y     ，， ， ， ，

或

或



(1)y =kx, k为常数；

例1 指出下列微分方程 (其中 y, v, q均为未知函数)的阶数。

(2)(y - 2xy)dx + x2 dy = 0；

(3)mv(t)= mg-kv(t)；
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方程 (1) - (3) 为一阶微分方程，

方程 (4) - (5) 为二阶微分方程。
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定义 如果函数 满足一个微分方程，则称它是该微分方程的解。

求微分方程的解的过程，称为解微分方程。

( )y f x

3．微分方程的解

若微分方程的解中含有相互独立的任意常

数，并且任意常数的个数等于该微分方程的阶

数，则这个解称为该微分方程的通解。

如 是方程 的通解。2y x C 
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利用微分方程解决实际问题时，步骤大致如下：

第一步 分析问题，建立微分方程，并列出初始条件；

第二步 求微分方程的通解；

第三步 利用初始条件，确定通解中的任意常数，解出微分方程的特解。

通解中的任意常数，根据某些条件确定下来后，对应的解称为该微分方程

的一个特解。用于确定通解中任意常数的条件称为初始条件。

例如， 是方程 满足初始条件 的特解。2 1y x 
d

2
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7.2  一阶微分方程



的形式，也就是说，微分方程可化成一端只含y的函数和dy的乘积，

而另一端只含x的函数和dx的乘积，那么原方程就称为可分离变量的

微分方程。

如果一个一阶微分方程能化成

( )d ( )dg y y f x x

7.2.1  可分离变量的微分方程



（1）分离变量： ；

（2）两边求不定积分： ，

得通解 。

其中， 分别为 的一个原函数。

( )d ( )dg y y f x x

( ) ( )G y F x C 

( ) ( )G y F x， ( ) ( )g y f x，

( )d ( )dg y y f x x 

可分离变量的微分方程的解法称为分离变量法。其步骤如下：



例1  求微分方程 的通解。
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分离变量得

方程可化为
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两边积分

得

故原方程的通解为
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例2  求微分方程 的通解。2d 2 dy x y xy x 

解
1

d 2 dy x x
y


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1ln | |y x C 

1
d 2 dy x x

y
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即

两边积分得

分离变量得

2 2
1 1| | e e e

x C C xy


  
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C xy   

若令 仍是任意常数，1e
C

C  

便得所给微分方程的通解 。
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7.2.2  齐次型微分方程

令 ，
y

u
x



形如
d

d

y y
f

x x

 
  

 
的微分方程称为齐次型微分方程。

d
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u
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x
 

（可分离变量方程）

解法（变量替换法）

则 ，
d d

d d

y u
y xu u x

x x
  ， 代入上式，得

x

dx

uuf

du


)(
整理得

可求其通解，进而求得齐次型微分方程的解。



解

例3 求微分方程 的通解。
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  令 ，则 ，将其代入原方程，得
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分离变量得

两边积分得

即 . 
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cot d du u x
x
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cot d du u x

x
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因为 ，
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u
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

Cxu lnln)ln(sin 解得

xu Csin 即 故原方程的通解为 。sin
y

Cx
x




7.2.3  一阶线性微分方程

定义：形如 的方程称为一阶线性微分方程，( ) ( )y p x y Q x  

当 时，方程变为 ，( ) 0Q x  ( ) 0y p x y  

其中 为已知连续函数。( ) ( )p x Q x，

称为一阶线性齐次微分方程。

当 时，对应的微分方程称为一阶线性非齐次微分方程。0)( xQ



故一阶线性齐次微分方程 的通解为( ) 0y p x y  

1．一阶线性齐次微分方程的解法

d
( )d

y
p x x

y
 

1
d ( )dy p x x

y
  

分离变量

两边积分

ln ( )d lny p x x C  

( )d

e
p x x

y C


注：微分方程求解过程中，

ln|y|中的符号可以放到任意常

数C中，故可直接写成lny，

简化计算过程。



解1

例1  求方程 的通解。2d
3 0
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y
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x
 

2
3( )d 3 d

e e e
p x x x x xy C C C

     

所给方程为一阶线性齐次方程，且 ，根据通解公式得
2( ) 3p x x

解2 所给方程为一阶线性齐次方程，可整理为 yx
dx

dy 23

两边积分分离变量 dxx
y

dy 23   dxx
y

dy 23

得 Cxy lnln 3  即
3xCey 

故该微分方程的通解为
3xCey 



2．一阶线性非齐次微分方程的解法

求一阶线性非齐次微分方程 的通解，可采用“常数变易

法”，即将上述一阶线性齐次微分方程通解中的常数C换成待定函数 ，

设微分方程 的解具有形式

( ) ( )y p x y Q x  

( ) ( )y p x y Q x  

( )C x

( )d

( )e
p x x

y C x


( )d ( )d

( )e ( )( ( ))e
p x x p x x

y C x C x p x
     故

将 代入 ，得( ) ( )y p x y Q x  y y， ( )d

( ) e ( )
p x x

C x Q x 

两边积分得
( )d

( ) e ( )d
p x x

C x Q x x C 
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( )d ( )d

e e ( )d
p x x p x x

y Q x x C
    

  



解1（常数变易法）

例2  求方程 的通解。
2 2 2(1 ) 2 (1 )x y xy x   

将原方程改写成 ，
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一阶线性非齐次微分方程。

两边积分得 2
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对应齐次方程为 0
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求得

所以对应齐次方程通解为 2(1 )y C x 



设非齐次方程的解为 ，代入原方程得
2( )(1 )y C x x 

求得 ( )C x x C 

由此得原方程的通解为
2(1 )( )y x x C  

由常数变易法，
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将原方程改写成
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所以原方程的通解为

解2（公式法）

















  


 Cdxxeey

dx
x

x
dx

x

x

)1( 21

2

1

2
22      Cdxxee xx  

 21ln1ln 1
22

    










  Cdxx

x
x 2

2

2 1
1

1
1   Cdxx  

21

  Cxx  21



由题意可知， ，根据公式可得方程的通解为
2( ) 3 ( ) e xp x Q x  ，解

例6  求方程 满足初始条件 的特解。23 e xy y    0| 0xy  

将初始条件 代入通解，得 。0| 0xy   1C  

所以，所求的特解为
2 3e ex xy   
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7.3  二阶常系数线性微分方程

形如 ( ) ( ) ( )y p x y q x y f x   

当 为常数时，方程( ) ( )p x q x， ( )y py qy f x   

的二阶微分方程，称为二阶线性微分方程。其中， 及 都是

自变量的已知函数。

( ) ( )p x q x， ( )f x

称为二阶常系数线性微分方程， 称为自由项。当 时，( )f x ( ) 0f x 

0y py qy   

称为二阶常系数齐次线性微分方程。当 时，对应的方程称为二阶

常系数非齐次线性微分方程。

( ) 0f x 



本章内容



7.3.1  二阶常系数齐次线性微分方程

定理1（二阶齐次线性微分方程通解的结构定理） 若 是二阶齐

次线性微分方程 的两个线性无关的特解，即 ，

则方程的通解为

1 2y y，

0y py qy   

1 1 2 2 1 2( )y C y C y C C  ， 为常数

1

2

y

y
常数



erxy 

根据求导的经验，我们知道指数函数 的一、二阶导数

仍是同类型的指数函数，如果选取适当的常数r，则有

可能使 满足方程 。因此猜想方程

的解具有形式

erxy 

erxy 

2e erx rxr r，

0y py qy   

0y py qy   

将它代入方程并整理可得 2e ( ) 0rx r pr q  

2 0r pr q  由于 ，则必有e 0rx  （7-5）

由此可知，当r是一元二次方程（7-5）的根时， 就是方程

的一个解。

erxy 

0y py qy   



（1）当 时， 是不相等的两个实根；

（2）当 时， 是相等的两个实根；

（3）当 时， 是一对共轭虚根。

2 4 0p q 

1 2r r，

1 2r r，

2 4 0p q 

2 4 0p q 

1 2r r，

由于特征方程（7-5）是一元二次方程，它的根为 ，

所以特征根 就有3种不同的情况，分别讨论如下：

2

1 2

4

2

p p q
r

  
，

1 2r ，

我们称方程（7-5）是微分方程 的特征方程，它的根

称为微分方程的特征根。

0y py qy    1 2r r，



1．r1，r2 是不相等的两个实根

若 是不相等的两个实根，则方程 的两个特解是1 2r r， 0y py qy   

1 2 1 2( )1
1 2

2

e e e
r x r x r r xy

y y
y


     ， ，且 常数

因此，方程 的通解为0y py qy   

1 2

1 2 1 2e e ( )
r x r x

y C C C C  ， 为常数



2．r1，r2 是两个相等的两个实根

1 2

1 1 1e [ ( ) (2 ) ( ) ( ) ( )] 0
r x

C x r p C x r pr q C x      

若 是相等的两个实根，则 ，得到方程

的一个特解为 。为了求通解，还需求另一个与y1线性无关的解

y2 。设 ，其中， ，将其代入方程整理得

1 2r r， 1 2
2

p
r r  

1

1 e
r x

y 

0y py qy   

2 1( )y C x y 2

1

( )
y

C x
y

 常数

因为 ，是方程（7-5）的重根，故有 ，

因此可得 。

1e 0
r x


( ) 0C x 

2

1 1 10 2 0r pr q r p    ，



所以，方程 的通解为0y py qy   

对上式积分两次，得

因为只需找出一个与y1线性无关的特解，也就是找出一个不为常数的

即可，所以可令 ，取 ，由此得到方程

的另一个解 。

( )C x
1 21 0C C ， ( )C x x 0y py qy   

1

2 e
r x

y x

1 2 1 2( ) ( )C x C x C C C  ， 为常数

1 2 1 2( )e ( )rxy C C x C C  ， 为常数



3．r1，r2是一对共轭虚根

e cos isinβi β β 

若 是一对共轭虚根，设 。这

时， ， 是方程 的两个复数解。

由于它们使用起来不方便，所以可根据欧拉公式

1 2r r，
1 2i i ( 0)r α β r α β β    ，

0y py qy   
( i ) ( i )

1 2e eα β x α β xy y    ，

将 改写为1 2y y，

( i ) i

1

( i ) i

2

e e e e (cos isin )

e e e e (cos isin )

α β x αx βx αx

α β x αx βx αx

y βx βx

y βx βx



 

   

   



取方程 另两个特解为0y py qy   

1 1 2

2 1 2

1
( ) e cos

2

1
( ) e sin

2i

αx

αx

y y y βx

y y y βx

  

  

且 ，则方程 的通解为1

2

cot
y

βx
y

 常数 0y py qy   

1 2e ( cos sin )αxy C βx C βx 



（1）写出特征方程 ；

（2）求出特征根 ；

（3）由特征根的情况写出其通解。

2 0r pr q  

1 2r r，

综上所述，求二阶常系数齐次线性微分方程通解的步骤如下：



解

例1 求微分方程 的通解。4 3 0y y y   

2 4 3 0r r  该方程的特征方程为

解出特征根为 1 21 3r r ，

3

1 2e ex xy C C 

因为 ，故所求方程的通解为1 2r r



解

1 2( )exy C C x 

1 2 2( )exy C C x C   

(1 2 )exy x 

例2 求微分方程 满足初始条件 的一个特解。2 0y y y    0 0| 1 | 3x xy y 
 ，

所给方程的特征方程为 ，特征根为 ，所以，

该微分方程的通解为

2 2 1 0r r   1 2 1r r 

将 代入得 ；对上式求导有0
1

x
y




1 1C 

将 代入得 。0| 3xy 
 

2 2C 

所以原微分方程的特解为



解

3

1 2e ( cos 2 sin 2 )xy C x C x 

例3 求微分方程 的通解。6 13 0y y y   

所给方程的特征方程为 ，特征根 ，因

，故所给微分方程的通解是

2 6 13 0r r   3 2ir  

3 2α β ，



7.3.2  二阶常系数非齐次线性微分方程

定理2  若 是二阶常系数非齐次线性微分方程 的一个特解，

Y是其对应的齐次方程 的通解，则

就是方程 的通解。

*y Y y 

*y

( )y py qy f x   

0y py qy   

( )y py qy f x   

1．二阶常系数非齐次线性微分方程的通解结构



e ( )x

my py qy P x   

设方程 的右端 ，其中，λ是常数， 是

一个已知的x 的m 次多项式，则

( )y py qy f x    ( ) e ( )x

mf x P x ( )mP x

2．二阶常系数非齐次线性微分方程的解法

（7-6）

1） 型( ) e ( )x

mf x P x

方程（7-6）的特解的形式仍然是多项式与指数函数 的乘积。e x



0

1

2

λ

k λ

λ




 



，当 不是特征根时

， 当 是特征单根时

当 是特征重根时，

假设 是方程（7-6）的特解，其中， 是与

同次的多项式，其各项系数待定；k的取值如下：

* ( )ek x

my x Q x  ( )mQ x ( )mP x

故求 的步骤是：首先依据条件设出 ，然后将 代入方程（7-6）

确定 中的 个待定系数。这种求 的方法称为待定系数法。

*y *y

( )mQ x

*y

*y



解

2* e xy ax

例4  求微分方程 的一个特解。
26 3e xy y y   

2 25 e 3ex xa 

23
* e

5

xy x

该方程的特征方程为 ，其特征根为 。因

是特征方程的单根，故设方程的特解为

2 6 0r r   1 22 3r r  ， 2λ 

则 。
2 2* ( 2 )e * (4 4 )ex xy a ax y a ax    ，

代入原方程得

所以，原方程得一个特解为

即 ，解得 。5 3a 
3

5
a 



解

0 1* ( )exy b x b 

例5  求微分方程 的一个特解。2 3 ( 1)exy y y x    

0 1

1 1

4 4
b b   ，

0 14 4 1b x b x   

该方程的特征方程为 ，其特征根为 。因

不是特征方程的单根，故设方程的特解为

2 2 3 0r r   1 21 3r r  ， 1λ 

将 代入原方程，经化简得*y

比较两边x的同次幂系数，得

因此，该方程的特解为
1

* ( 1)e
4

xy x  



cos siny py qy A x B x      （7-7）

2） 型( ) cos sinf x A x B x  

如果方程 的右端 ，其中

为实数，这时方程 成为

( )y py qy f x    ( ) cos sinf x A x B x   A B ， ，

( )y py qy f x   

可以证明，方程（7-7）的特解为 * ( cos sin )ky x a x b x  

其中，a 和b 是待定常数，k 是整数，其取值如下：

0 i

1 i

ω r
k

ω r


 


，当 不是特征根 时

， 当 是特征根 时



解

2

1 2e ex xY C C  

例6  求微分方程 的通解。3 2 20cos 2y y y x   

* cos 2 sin 2y a x b x 

该方程的特征方程为 ，其特征根为 。故

原方程对应的齐次方程的通解为

2 3 2 0r r   1 21 2r r   ，

因 不是特征方程的根，故可设方程的特解为i 2iω 

将其代入原方程，整理得

( 2 6 )cos 2 ( 2 6 )sin 2 20cos 2a b x b a x x     



比较系数可得
2 6 20

2 6 0

a b

b a

  

  

1 3a b  ，解得

* cos 2 3sin 2y x x  

2

1 2e e cos 2 3sin 2x xy C C x x    

原方程的特解为

所以，原方程的通解为


