
定积分的应用

第一节 定积分的微元法

用定积分表示一个量，如几何量、物理量或其他的量，

一般分四步考虑，我们来回顾一下解决曲边梯形面积的过程.

第一步分割：将区间 [a, b] 任意分为 n 个子区间 [ xi - 1,

xi ](i = 1, 2, ···, n)，其中 x0 = a，xn = b .



第二步取近似：在任意一个子区间 [ xi-1, xi ]上，

任取一点 xi ，作小曲边梯形面积 Ai 的近似值，

Ai   f (xi)xi .

第三步求和： 曲边梯形面积 .)(
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第四步取极限：  = max{xi }  0，
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如果把第二步中的 xi 用 x 替代，积分式 f (x)dx 具有类同的形式，

第二步取近似时其形式 f(xi)xi ，与第四步积分 中的被xxf
b

a
d)(

 xi 用 dx 替代，那么它就是第四步积分中的被积分式.

第一步选取积分变量， 例如选取 x，并确定其范围，例如 x
[a, b]，在其上任取一个子区间记作 [x, x + dx].

第二步取所求量F在子区间 [x, x + dx] 上的部分量 F 的近似值，

F  f (x)dx=dF，
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基于此，我们把上述四步简化为两步：

dF称为量 F 的微元.

定积分的微元法.

第三步：将微元dF= f (x)dx在区间 [a, b]上积分(无限累加)，



两点说明：

(1) 取近似值时，得到的是 f (x)dx 那

样形式的近似值，并且要求F - f (x)dx

是dx 的高阶无穷小量，关于后一个要求

在实际问题中常常能满足.

(2)具体怎样求微元呢？这是问题的关键，要分析
实际意义及数量关系，一般按着在局部[x,x+dx]上，
以“常带变”“匀带不匀”“直带曲”的思路，写出局
部上所求量的近似值，即为微元

dF=f(x)dx.

xaO x x + dx

y = f (x)

Ad

y



用微元法计算的量F的特点：

（1）所求量F与给定区间[a,b]有关，且在该区间
上具有可加性.

（2）所求量F在[a,b]上分布是不均匀的，

即：F是确定于[a,b]上的整体量，当把
[a,b]分成许多小区间时，有
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即：F的
值与区间[a,b]的长不成正比。

如：曲边梯形面积、旋转体体积、变力做功，液体压力……..



一、直角坐标系中的平面图形的面积

第二节 平面图形的面积

二、极坐标系中平面图形的面积



定积分在几何上的应用
1．平面图形的面积
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例1 计算由两条抛物线 所围成图形的面积。2 2y x y x ，

解 解方程组 确定图形所在的范围,
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得交点坐标为(0,0)及(1,1)，

取x为积分变量，积分区间为 [0,1],

得面积元素 2d ( )dS x x x -

所求面积为
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小结 微元法求面积的步骤：

1、绘出欲求面积的图形；

2、选择积分变量x；

3、求出图形边界曲线的交点，确定各积分区间；

4、写出面积的微元；

5、计算积分。



例 2 求 所围成的平面图形的面积.

作出平面图形的草图,所求平面图形面积
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在 上 （如下图），由连续曲线],[ dc )()( 21 ygyg 

、 及两条直线 、 所围成的封)(1 ygx  )(2 ygx  cy  dy 

闭图形的面积
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例 3 求出抛物线 y2 = 2x 与直线 y = x – 4 所围成的平面图形的面积.

作草图，
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选择y作积分变量，

则在[y,y+dy]上的面积微元
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所求平面图形的面积为
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y[-2,4]，

思考：如果选择x为积分变量，如何求平面图形的面积？



小结 微元法求面积的步骤：

1、绘出欲求面积的图形；

2、选择积分变量x或y；

3、求出图形边界曲线的交点，确定各积分区间；

4、写出面积的微元；

5、计算积分。

口诀



选择恰当的积分变量把下图阴影部分的面积表示为积分式。



选择恰当的积分变量把下图阴影部分的面积表示为积分式。



因为图形关于 x 轴、y 轴对称，所以椭圆面

积是它在第一象限部分的面积的四倍，
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令x =acost，代入上述积分式中，上、下限也
要相应地变换(满足积分变量t).

由定积分的换元公式得
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例 4 求椭圆 的面积，其中 a > 0，b > 0.12
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旋转体就是由一个平面图形绕这平面内一条直线旋
转一周而成的立体．这直线叫做旋转轴．

圆柱 圆锥 圆台

2．空间立体的体积

1）旋转体的体积



若一旋转体是由连续曲线 ，直线x=a，x=b及

x轴所围成的曲边梯形绕 轴旋转一周而成的，如图所示，

求它的体积。

( )y f x

从而所求体积为
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取x为积分变量， 在[a,b]上任取小区间[x,x+dx],
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取以dx为底的窄边梯形绕x轴旋转而成的薄片体积为体积微元，
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若旋转体是由连续曲线 与直线 及y

轴所围成的曲边梯形绕y轴旋转一周而成的，如图所示。

同理可求得其体积为
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如图所示，选x为积分变量，

例5 求由 所围平面图形绕x轴旋转一周所

得旋转体的体积。
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所求旋转体的体积为

则x∈[0,1],
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解

旋转椭球体的体积为

旋转椭球体可以看作是由半个椭圆 及x轴围成的图形绕y轴

旋转而成的立体.
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例6 计算由椭圆 所成的图形绕y轴旋转而成的旋转体(旋

转椭球体)的体积.
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思考：椭圆分别绕长轴和短轴旋转，得到的旋

转体的体积大小关系如何？



解

例7 求由曲线 与 所围图形绕 x轴旋转一周所形成的旋转体的体积。2y x y x

如图所示，选x为积分变量，则x∈[0,1],

则该立体的体积为两个旋转体体积之差，

故所求旋转体的体积为
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