
4.1.1  原函数和不定积分的概念

( ) ( ) 2s t v t t   2( )s t t

定义1  设函数 是定义在区间 I上的已知函数，若存在函数 ，对于区间

I上任意一点x都有 或 , 则称函数 是 在区间I

上的一个原函数。

( )f x ( )F x

d ( ) ( )dF x f x x( ) ( )F x f x  ( )F x ( )f x

0x 

  xx cossin 


则称函数sinx是cosx在区间(-∞,+∞)内的一个原函数。

例1 已知物体以速度 沿Ox轴作直线运动，当 时，物体经

过的路程为3 m，求物体的运动方程。

1st 22 1 (m/s)v t 



定理 (原函数族定理)

如果函数 是 的一个原函数，则 有无穷多个原函数，且

（是任意常数）是 的全体原函数。

( )f x( )F x ( )F x C( )f x

( )f x

思考：（1）所有函数都有原函数吗？

（2）如果函数有原函数，有多少个原函数？

不是，超越函数、狄里克雷函数等分段函数没有。

定理（原函数存在定理）

如果函数 在某个区间上连续，则函数 的原函数一定存在。( )f x ( )f x

（3）哪类函数一定有原函数？



定义2  函数 的全体原函数 （ C是任意常数）称为 的不定积

分，记作 ，即

( )F x C( )f x

( )df x x

( )f x

( )d ( )f x x F x C 

若 ，则有 。( )d ( )f x x F x C ( ) ( )F x f x 

其中，“ ”称为积分号， 称为被积函数， 称为被积表达式，x称为

积分变量，C 称为积分常数。

 ( )f x ( )df x x



2 31
d

3
x x x C 

例1  求 。
2dx x

解 由于 ，所以， 是 的一个原函数，因此
3

2

3

x
x

 
 

 

3

3

x
2x

例2  求 。sin dx x

解 因为 ，所以 。( cos ) sinx x  sin d cosx x x C  



解

所以
1

d ln | | ( 0)x x C x
x

   

例3  求 。
1

d ( 0)x x
x

 

当 时， ，则 。0x 
1

(ln )x
x

 
1

d lnx x C
x

 

当 时， 则 。0x   
1 1

ln( ) ( 1)x
x x

   


1
d ln( )x x C

x
  



不定积分与导数（或微分）之间有如下运算关系：

（1）

（2） 或 。( )d ( )F x x F x C   d ( ) ( )F x F x C 

此关系概括为“先积后微形不变，先微后积多一常数”。由此可见，

求不定积分的运算（简称积分运算）与求导（微分）运算是互逆的。例

如， 。2 2[ 2 d ] 2 dx x x x x C      ，

    dxxfdxxfdxfdxxf )()()()( 


 或



4.1.2  不定积分的几何意义
当积分常数C取不同值时，不定积分表示的不是一个函数，而是一族函

数。从几何上看，它们代表一族曲线，称为函数 的积分曲线族，如图所

示。

( )f x

（1）积分曲线族中所有的曲

线都可以由其中任意一条曲线

沿着轴的方向上下平移得到；

（2）对应同一横坐标x的点，

其所有切线互相平行。



5.1.3  基本积分公式

（1） ；（2） ；（3） ；

（4） ； （5） ；

（6） ； （7） ；

（8） ； （9） ；

（10） ； （11） ；

（12） ； （13） 。

11
d ( 1)

( 1)

n nx x x C n
n

   


1
d

ln

x xa x a C
a

 

dk x kx C 
1

d ln | |x x C
x

 

sin d cosx x x C  

e d ex xx C 

2

2

1
d sec d tan

cos
x x x x C

x
   

2

2

1
d csc d cot

sin
x x x x C

x
    

sec tan d secx x x x C  csc cot d cscx x x x C  

2

1
d arcsin

1
x x C

x
 


 2

1
d arctan

1
x x C

x
 



cos d sinx x x C 



 ( )d ( )d 0kf x x k f x x k   

不定积分的运算法则：

（1）被积函数中不为零的常数因子可以提到积分号前面，即

（2）两个函数代数和的不定积分等于这两个函数不定积分的代数和，即

1 2 1 2[ ( ) ( )] d ( )d ( ) df x f x x f x x f x x    

注：可推广至多个函数混合运算。



解 2 2

2 2

3

1 1
sin d d sin d d

1 1

1
cos arctan

3

x x x x x x x x
x x

x x x C

 
     

  

   

   

例4 求 。
2

2

1
sin d

1
x x x

x

 
  

 


解 5 1 5 1

2 2 2 2 2

7 3

32 2

( 5)d ( 5 )d d 5 d

2 2 2 10
5

7 3 7 3

x x x x x x x x x x

x x C x x x x C

    

      

   

例5 求 。
2( 5)dx x x



解 (2e) (2e)
2 e d (2e) d

ln(2e) 1 ln 2

x x
x x xx x C C    

 

例6 求 。2 e dx x x

解
2 2

2(1 ) 1 2 1 1
d d 2 d ln | | 2

2

x x x
x x x x x x x C

x x x

    
        

 
  

例7 求 。
2(1 )

d
x

x
x






解
2 2

2 2 2 2 2 2

d 1 ) 1 1 1
d d d arctan

(1 ) (1 ) 1

x x x
x x x x C

x x x x x x x

 
      

     
（

例8 求 。2 2

d

(1 )

x

x x

解 2 1 1 1
cos d (1 cos )d (1 cos )d ( sin )

2 2 2 2

x
x x x x x x x C        

例9 求 。
2cos d

2

x
x

 。故  2cos1
2

1
cos2 1cos22cos 2  二倍角公式



例10  已知物体以速度 沿Ox轴作直线运动，当 时，物体

经过的路程为3 m，求物体的运动方程。

1st 22 1 (m/s)v t 

解 设物体的运动方程为 ，于是有 ，所以( )x x t 2( ) 2 1x t v t   

将已知条件 时， ，代入上式有1st  3 mx 

2 32
( ) (2 1)d

3
x t t t t t C    

2
3 1

3
C   即

4

3
C 

于是，所求物体的运动方程为 。32 4
( )

3 3
x t t t  



例11  若某池塘结冰的速度为 ，其中 y（单位：厘米）表示冰的厚度，

t（单位：小时）表示时间，k 为正常数。当 时池塘开始结冰，求结冰厚

度 y 时间 t 的函数关系。

0t 

d

d

y
k t

t


解 已知 ，求不定积分得
d

d

y
k t

t


3

2
2

( ) d d
3

y t k t t k t t k t C    

3

2
2

( )
3

y t k t

由于 时 ，代入上式得 ，所以，结冰厚度 y与时间 t 的函

数关系为

0t  0y  0C 
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




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常用公式









































x

x
x

x

x
x

xx

xx

xx

xx

xx

xx

sin

cos
cot

cos

sin
tan

1seccos

1cscsin

1cottan

csccot1

sectan1

1cossin

22

22

22

商数关系

倒数关系

平方关系



4.4.1  不定积分的换元积分法
1．第一类换元积分法

定理1（第一换元积分法） 设函数 具有原函数 ，且 可导，

则函数 是函数 的原函数，即有换元公式

这个公式称为第一类换元积分法，也称为凑微分法。

( )[ ( )] ( )d [ ( )] [ ( )d ]u uf x x x F x C f u u    
    

[ ( )]F x

( )u x( )f u ( )F u

[ ( )] ( )f x x 



解

例1  求 。sin 5 dx x

51 1 1 1
sin 5 d sin 5 d(5 ) sin d cos cos5

5 5 5 5

u x
x x x x u u u C x C


       

还原

将 进行配凑，因为 ，所以dx
1

d d(5 )
5

x x

思路： )0()(
1

 aaxd
a

dx



解

3 3 3

1 2 3 4 4

1 1
(1 2 ) d (1 2 ) d(1 2 ) (1 2 ) d(1 2 )

2 2

1 1 1
d (1 2 )

2 8 8

u x

x x x x x x

u u u C x C
 

      

    

  


还原

例2  求 。3(1 2 ) dx x

将 进行配凑，因为 ，所以dx
1 1

d d(2 ) d(1 2 )
2 2

x x x  

思路： )0()b(
1

 aaxd
a

dx



解

例3  求 。24 dx x x

2

1 1

2 2 2 22 2

1 3 3
4 22 2 2

1
4 d (4 ) d (4 ) d(4 )

2

1 1 1
d (4 )

2 3 3

u x

x x x x x x x x

u u u C x C
 

      

       

  


还原

将 进行配凑，因为 ，所以dx 2 2 21 1 1
d d d( ) d(4 )

2 2 2
x x x x x      



解

22 2 221 1 1 1
e d e d e d e e

2 2 2 2

u xx x u u xx x x u C C


     
还原

例4  求 。
2

e dxx x

将 进行配凑，因为 ，所以dx
21

d d
2

x x x



（1） ； （2） ；

（3） ；（ 4） ；

（5） ； （6） ；

（7） ； （8） ；

（9） ； （10） ；

（11） ； （12） 。

2 21 1
d d d ( )

2 2
x x x x ax b

a
  

1 2
d 2d d ( )x x a x b

ax
   

1
d d( )x ax b

a
 

2

1
d d(arctan )

1
x x

x




2

1 1
d dx

x x

 
   

 

1
d d( )

ln

x xa x a
a



1
d d(ln )x x

x


cos d d(sin )x x x sin d d(cos )x x x 

2sec d d( tan )x x x sec tan d d(sec )x x x x

2

1
d d(arcsin )

1
x x

x






解

例5  求 。
3e

d
x

x
x



3
3 3 3e 2 2

d 2 e d e d(3 ) e
3 3

x
x x xx x x C

x
     

因为 ，所以
1

d 2dx x
x





解

d d( ln ) 1 d(2ln )

(1 2ln ) 1 2ln 2 1 2ln

1 d(1 2ln ) 1
ln |1 2ln |

2 1 2ln 2

x x x

x x x x

x
x C

x

 
  


   



  



例6  求 。
d

(1 2ln )

x

x x

因为 ，所以
1

d d(ln )x x
x





解

例7  求 。2 2

dx

a x

22 2 2 2

d
d 1 1 d 1 1

arctan arctan
1

1

x
u

a

x
a

x u xa
u C C

a x a a u a a ax

a


 
 
 

     
  

  
 

  

2 2

d 1
arctan

x x
C

a x a a
 

即得公式



解

例8  求 。2 2

d
( 0)

x
a

a x





2 2 2 2

d
d 1 d

arcsin

1 1

x

x x xa
C

a aa x x x

a a

 
 
 

   
    

    
   

  

2 2

d
arcsin

x x
C

aa x
 


即得公式



4.4.1  不定积分的换元积分法
1．第一类换元积分法

定理1（第一换元积分法） 设函数 具有原函数 ，且 可导，

则函数 是函数 的原函数，即有换元公式

这个公式称为第一类换元积分法，也称为凑微分法。

( )[ ( )] ( )d [ ( )] [ ( )d ]u uf x x x F x C f u u    
    

[ ( )]F x

( )u x( )f u ( )F u

[ ( )] ( )f x x 



解

例9 求 。tan dx x

sin d(cos )
tan d d ln | cos |

cos cos

x x
x x x x C

x x
       

tan d ln | cos |x x x C  

因为 ，其中 ，所以
sin

tan d d
cos

x
x x x

x
  sin d d(cos )x x x 

即

同理，可求得 cot d ln | sin |x x x C 

利用三角函数的恒等式



例10    求 .dsin
2

 xx

解：  xxdsin
2  

1
1 cos 2 d

2
x x 

   xxx d2cosd
2

1








  xxx 2d2cos

2

1

2

1

.2sin
4

1

2

1
Cxx 




 x
x

d
2

2cos1

思路：利用二倍角公式cos2x=2cos2x-1=1-2sin2x降幂后再求解。

同理，可求得  .cos2 xdx



例11    求 .dsin
3

 xx

解  xxdsin
3

 xxx dsinsin
2

 xx cosdsin
2

  xx cosd)cos1(
2

.coscos
3

1 3
Cxx 

思路：将奇数次方拆出一次方，凑微分后利用
平方关系化简被积函数，进行求解。



例12   求 .d2cos5sin xxx

解  xxx d2cos5sin   xxx d)3sin7(sin
2

1

  xxxx 3d3sin
3

1

2

1
7d7sin

7

1

2

1

.3cos
6

1
7cos

14

1
Cxx 

思路：利用积化和差公式化简后求解。



例13 求 .d
1 

x
x

x

解  
x

x

x
d

1  


 x

x

x
d

1

11

 









 x

x
d

1

1
1

.|1|ln Cxx 

利用代数恒等式



例14 求   22

d

xa

x
(a > 0 常数).

解   22

d

xa

x
 


))((

d

xaxa

x

 


 x

xaxa

xaxa

a
d

))((

)()(

2

1













   xa

x

xa

x

a

dd

2

1

.ln
2

1
C

xa

xa

a







 






C

xa

xa

axa

x
ln

2

1d
22


















   xa

xa

xa

xa

a

)(d)(d

2

1

(*)



例15 求  
.

45

d
2

xx

x

  45

d
2

xx

x
解  


)1)(4(

d

xx

x
 


 x

xx

xx
d

)1)(4(

)4()1(

3

1














  1

d

4

d

3

1

x

x

x

x

.
1

4
ln

3

1
C

x

x









例16 求  
.

54

d
2

xx

x

解   54

d
2

xx

x
 


2

)2(1

d

x

x
 




2
)2(1

)2(d

x

x

.)2arctan( Cx 



例17 求  


.d

54

1
2

x
xx

x

 



 x
xx

xx

d
54

1)54(
2

1

2

2

  







54

d
d

54

)54(

2

1
22

2

xx

x
x

xx

xx

解  


x

xx

x
d

54

1
2

.)2arctan()54ln(
2

1 2
Cxxx 

 


Cxf
xf

xf
x

xf

xf
|)(|ln

)(

)(d
d

)(

)(

例16



2．第二换元积分法

定理2（第二换元积分法） 设 连续， 是单调、可导的函数，且

，则有换元公式

其中， 为 的反函数。

1 ( )
( )d ( ( )) ( )d

t x
f x x f t t t


 



 
  

( ) 0t  

( )f x ( )x t

1( )t x  ( )x t

主要包括两种方法：简单的根式换元法和三角换元法。



解

例1 求 。
d

1

x

x


d 2 d 1 1 1
2 d 2 1 d

1 1 11

2( ln |1 |) 2( ln |1 |)

x t t t
t t

t t tx

t t C x x C

   
    

    

       

   

求这个积分的主要困难是 ，所以令 ，则 ，显然

，于是

x x t
2x t

d 2 dx t t

1．简单根式换元法



解

例2 求 。
1

d
2 1

x
x 



1 2 2 2
d d 2 d

2 22 1

1
2 d 4 d 2 4ln(2 )

2

2 1 4ln(2 1)

t t
x t t

t tx

t t t t C
t

x x C

 
 

  

     


     

  

 

为了去掉根号，设 ，则 ，于是1t x  21 d 2 dx t x t t    ，



例 3 求 .d
1

4


x
xx

解 被积函数含根式 ,, 4 xx 为了去掉根号， ,, 44 txtx 

于是有

x
xx




d
1

4  
 t

tt

t
d

4
2

3

t
t

t
 

 d
1

4
2

t
t

t 









 d

1

1
14 .|1|ln

2

1
4

2
Cttt 










则 dx =  4t3 dt，

 


 t

t

t
d

1

1)1(
4

2

.)1ln(442 44 Cxxx 

令




x
xx

d
1

3思考： 该如何设才能去掉根号?



例 4 求 .d
11




x
x

x

x

解 为了去掉被积函数中的根号，令 ,
1

t
x

x



,

)1(

2
22

t
t

t
x dd


则 ,

1

1
2 


t

x




x
x

x

x
d

11
 

 t
t

t
d

1
2

2

2

 


 t

t

t
d

1

1)1(
2

2

2

 









 t

t
d

1

1
12

2

 
 t

t
t d

1

1
22

2 C
t

t
t 






1

1
ln2

.

1
1

1
1

ln
1

2 C

x

x

x

x

x

x















例 5 求

解 为了去掉被积函数中的高次方，

.d)1( 15

  xxx

令1+x = t, 则t=x-1,

  xxx d)1( 15
  dttt 15)1(   dttt )( 1516

Ctt  1617

16

1

17

1

Cxx  1617 )1(
16

1
)1(

17

1

dt=dx,

推广：高次方代换
.d

)1(

1
8 

x
xx

练习：求



例 6 求

解 为了去掉被积函数分母中的x8，

.d
)1(

1
8 

x
xx

令 则

 
x

xx
d

)1(

1
8  













 dt

t

t

t

t
2

8

8

1

1

 
 dt

t

t
8

7

1

Ct  )1ln(
8

1 8

推广：倒代法

,
1

t
x 












  t
d

t

t 1

1
1

8

  
 8

81

1

8

1
td

t

C
x











8

1
1ln

8

1




x
xx

d
1

1

22
练习：求



一般被积函数含有 因子时，可采用三角代换法：2 2 2 2 2 2a x x a x a  ， ，

2．三角换元法

,)1(
22 时含 xa 

作三角代换 x = a sin t 或 x = a cos t；

作三角代换 x = a tan t 或 x = a cot t；

作三角代换 x = a sec t 或 x = a csc t.

2 2sin cos 1x x 

2 2 2 2tan 1 sec , cot 1 cscx x x x   

2 2 2 2sec 1 tan , csc 1 cotx x x x   

2 2
t

  
   
 

2 2
t

  
   
 

0
2

t
 

  
 

,)2(
22 时含 xa 

,)3(
22 时含 ax 



例 1 求 .)0(d
22

  axxa 　　

  )sin(sin
22 tadtaa 

于是有

xxa  d
22

 tta dcos22

  tt
a

d)2cos1(
2

2

Ctt
a









 2sin

2

1

2

2

  Cttt
a

 cossin
2

2

解 则 dx = acost dt，

tdtata cossin1 2  

 ttta dcos|cos|2

，令 tax sin 









22


t



把变量 t 换为 x . 为简便起见， ,sin  
a

x
t 根据

画一个直角三角形，

,arcsin 
a

x
t 因为 ,cos

22

a

xa
t


 于是有

  xxa d
22

Cttt
a

 )cossin(
2

2

C
a

xa

a

x

a

xa














 


222

arcsin
2

.
2

arcsin
2

22
2

Cxa
x

a

xa


x
a

22
xa 

t

称它为辅助三角形，如图.



例 2 求  


).0(
d

22
a

ax

x

解 ，，　令  
22

tan 










ttax 则 dx = asec2 tdt ，于是有


 22

d

ax

x

 t
ta

ta
d

sec

sec2

tt dsec

. |tansec|ln 1Ctt 

 



 t

axa
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d
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sec

22
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 t
ta
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d

|sec|

sec2



 


1
22

|tansec|ln
d

Ctt
ax

x

1

22

ln C
a

ax

a

x













 


aCaxx ln)ln( 1

22 

Caxx  )ln( 22

作辅助三角形，，根据
a

x
t tan 得

x

t

22
ax 

a



例 3 求 ).0(
d

22 


a
ax

x

解 令 x = a sec t，则 dx = a sec t tan t dt，于是有


 22

d

ax

x

 t
ta

tta
d

tan

tansec

 ttdsec

, |tansec|ln 1Ctt 



,sec  
a

x
t 根据 作辅助三角形，


 22

d

ax

x

a

x

t

22
ax 

1 |tansec|ln Ctt 

1

22

 ln C
a

ax

a

x





aCaxx ln ||ln 1

22 

Caxx  ||ln 22 

得



例 4 求 .
1

d

2
 xx

x

解法一 三角代换法.

令 x = tan t， 于是得


 21

d

xx

x

 t
tt

t
d

sectan

sec2

 ttdcsc

则 dx = sec2 tdt，

. |cotcsc|ln Ctt 

 




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t

2tan1tan

tand

 t
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t
d

tan
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根据 tan t = x，作辅助三角形，得

1

x

t

2
1 x

 2
1

d

xx

x
= ln |csc t – cot t | + C
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x
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
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11
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解法二 凑微分法.
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解法三 根式代换法.

，，令 11
22  txtx ,d

1
d

2
t

t

t
x


则

于是有
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d
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 t

ttt

t
d

11
22

t
t

d
1

1
2 



C
t

t







1

1
ln

2

1
C

x

x





2

22
)11(

ln
2

1

.
11

ln
2

C
x

x







例 5 求 (习题(2))

解

2

2 2

x
dx

a x


2 2

2 2 2

sin
( sin )

sin

a t
d a t

a a t





2 2sin
cos

cos

a t
a tdt

a t
 

2 2sina tdt 

2

2 2

x
dx

a x


sin ,
2 2

x a t t
 

    
 

令 　　 则
 

2 2

2

sin
cos

1 sin

a t
a tdt

a t





2 1 cos 2

2

t
a dt


 

 
2

1 cos 2
2

a
t dt 

2 1
( sin 2 )

2 2

a
t t C  

2

( sin cos )
2

a
t t t C  

2
2(arcsin 1 ( ) )

2

a x x x
C

a a a
   


