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第一节 微分中值定理

本节主要内容:

一.罗尔定理

二.拉格朗日中值定理

三.柯西中值定理



定理3.1.1 （罗尔定理）设函数y= f(x)在区间[a,b]

上有定义，如果

（1）函数 f (x)在闭区间[a，b]上连续；

（2）函数 f (x)在开区间(a，b)内可导；

（3）函数 f (x)在区间两端点处的函数值相等，即

f (a)= f (b)；则在（a，b）内至少存在一个点 a< <b，

使得f ()=0 .

一、罗尔定理



如果连续函数除两个端点外处

处有不垂直于x轴的切线，并且

两端点处纵坐标相等，那么在

曲线上至少存在一点 ，在该

点处的切线平行于x 轴。

例如, 上连续，在 ]3,1[

内可导，在 )3,1(

罗尔定理的几何意义：



1.罗尔定理中的ξ是(a,b)内的某一点，定理仅从

理论上指出了它的存在性，而没有给出它的具体取值；

2.罗尔定理的条件是充分非必要条件，只要三个条

件均满足，就充分保证结论成立。但如果三个条件不全

满足，则定理的结论可能成立也可能不成立。看如下例

子：

两点说明：



连续

内可导

例











1,0

10,
)(

x

xx
xf



例

连续

内可导



例

连续

内可导



例1 验证罗尔定理对函数f(x)=x3+4x2-7x-10 在区间[-1,2]上
的正确性，并求出．

解得令f (x)=3x2+8x-7=0

（1）f(x)=x3+4x2-7x-10在区间[-1,2]上连续；

（2）f (x)=3x2+8x-7在（-1,2）内存在；

（3）f(-1)=f(2)= 0；

所以 f(x)满足定理的三个条件.

则 就是要找的点，显然有f (ξ)=0.

解



例2 不求函数f (x)=(x-1)(x-2)(x-3)的导数，说明方程 f (x)=0

有几个实根．

∵函数f(x)在R上可导,

又 f (x)=0是二次方程,至多有二个实根；

∴方程f (x)=0 有且仅有两个实根,它们分别落在区间(1,2) (2,3)内．

解

∴f(x)在区间[1,2],[2,3]上连续，(1,2)(3,4)内可导，

且f(1)=f(2)=f(3)=0。

∴函数f(x)在区间[1,2],[2,3]上满足罗尔定理的条件。

∴在区间(1,2)、(2,3)内分别至少有一实根；



定理3.1.2 （拉格朗日中值定理）

设函数 y=f(x)满足

（1）在闭区间[a,b]上连续；

（2）在开区间(a,b)内可导；；

那么在(a,b)内至少存在一点  (a<  <b) ，使得

二、拉格朗日中值定理

注意： Rolle定理是Lagrange定理的特殊情况。
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拉格朗日中值公式又称有限增量公式.

1.拉格朗日中值定理的两个条件是使结论成立的充分不必要条件；

2.当f(a)=f(b)时，拉格朗日中值定理即为罗尔定理；

3.设f(x)在[a,b]上连续，在(a,b)内可导,x0,x0+x∈(a,b)

则有

说明：



拉格朗日定理的几何意义：当曲线方程满足拉格朗日定理

的要求时，在区间内至少存在一点，使得该点的切线平行于曲

线两端点(a,f(a))与(b,f(b))的连线，其斜率为



推论1 设 y=f (x) 在 [a, b] 上连续，若在(a, b)内的导数恒为零，

则在[a, b]上 f (x) 为常数.

推论2 如果函数y=f(x)与y=g(x)在区间(a,b)内的导数处处相等，

即f (x)=g(x) ，则这两个函数在(a,b)内只相差一个常数，即

f(x)-g(x)=C ．

.)(,0)( Cxfxf  则即



设f (x)=arcsinx+arccosx,

由推论1知 f (x)=C

所以

x x x
π
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设f (t)=ln(1+t),则f (t)在[0,x]上满足拉格朗日中值定理的条件，

即

因为0<<x，所以

例4 证明：当x>0时，
x
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定理3.1.3 （柯西中值定理）

设函数y=f(x)与y=g(x)在闭区间[a,b]上连续，在开区间(a,b)内

可导，且 g(x)在(a,b)内恒不为零，则至少存在一点∈(a,b)，

使得

注意：拉格朗日中值定理是柯西中值定理当g(x)=x时的一种特例。

三、柯西中值定理



3.2  利用导数求极限（洛必达法则）
未定式极限： 型等。型型型型型 ，，，，，
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说明：

例1  求 。
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例2  求 。
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例4  求 。
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例6 求 。
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3.3.1  函数的单调性
切线斜率 都是正的；( )f x单调增函数

单调减函数 切线斜率 都是负的；( )f x

思考：由切线斜率 都是正(负)的是否能判断函数的单调性？( )f x



我们有如下定理：

定理1  设函数 在 上连续，在 内可导，则有

（1）如果在 内 ，则函数 在 上单调增加；

（2）如果在 内 ，则函数 在 上单调减少。

[ ]a b，( )f x

( ) 0f x 

( )f x [ ]a b，( ) 0f x 

( )a b，

[ ]a b，

( )a b，

( )f x( )a b，



有时，函数在其整个定义域上并不具有单调性，但在其各个部分区

间上却具有单调性。如下图所示，函数 在区间 和 上单调增

加，而在 上单调减少，并且，从图上容易看到，可导函数 在单

调区间分界点处的导数为0，即 。

2[ ]x b，1[ ]a x，( )f x

1 2( ) ( ) 0f x f x  

( )f x
1 2[ ]x x，



（1）确定函数 的定义域；

（2）求出使函数 和 不存在的点，并以这些点为分界点，将定

义域划分成若干个子区间；

（3）确定 在各个子区间的符号，从而确定 的单调区间。

( )f x

( ) 0f x 

( )f x

( )f x

( )f x

确定函数单调性的一般步骤如下：



解 2 3( ) 3f x x x  的定义域为 ，

例1 讨论函数 的单调性。2 3( ) 3f x x x 

令 ，得驻点 ，( ) 0f x  1 20 2x x ，

由定理1知，函数 在区间 与 上单调减少，

在区间 上单调增加。

( )f x ( 0]， [2 ) ，

[0 2]，

且 在 上均连续。( )f x ( ) ，

将区间 分成 。( ) ， ( 0) (0 2) (2 ) ， ， ， ， ，

( ) ，
26 3 3 2f x x x x x    ( ) ( )且 。

x ( 0)，  (0 2)，  (2 )，  

( )f x    +    

( )f x  单减↘ 单增↗ 单减↘ 

 

0 2

0 0



解

例2 讨论函数 的单调性。

由定理1知，函数 在区间 与 上单调减少，

在区间 上单调增加。

( )f x ( 0]， [2 ) ，

[0 2]，

不可导点为x=0。
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3.3.2  函数的极值

定义1  设函数 在点x0的某邻域内有定义，若对此邻域内任一点 ，

均有 ，则称 是函数 的一个极大值。同样，若对此邻域内任

一点 ，均有 ，则称 是函数 的一个极小值。函数的

极大值与极小值统称为函数的极值。使函数取得极值的点x0称为极值点。

( )f x
0( )x x x

( )f x0( )f x
0( ) ( )f x f x

0( )x x x 0( ) ( )f x f x 0( )f x ( )f x



从图4-3可以看出，可导函数在取得极值处的切线是水平的，即在极值点x0

处，必有 ，于是有下面的定理：
0( ) 0f x 

图4-3

定理2（极值存在的必要条件） 设 在点 x0处具

有导数，并且在点处取得极值，那么 。

( )f x

0( ) 0f x 



对于一个连续函数，它的极值点还可能是使导数不存在的点，这种点称为尖

点。例如，函数 ， 不存在，但 是它的极小值点，如图4-4所示( ) | |f x x (0)f  0x 

图4-4



定理3（极值存在的第一充分条件） 设 在点x0处连续，且在点x0的某一

空心邻域内可导。当x由小到大经过点x0时，

（1）如果 由正变负，那么点x0是极大值点；

（2）如果 由负变正，那么点x0是极小值点；

（3）如果 不变号，那么点x0不是极值点。

( )f x

( )f x

( )f x

( )f x



（1）确定函数 的定义域；

（2）求出 的全部驻点及不可导点；

（3）考察上述点两侧一阶导数的符号，确定极值点；

（4）求出极值点处的函数值，得到极值。

( )f x

( )f x

综上可知，求函数极值的一般步骤如下：



解

例2  求函数 的极值。21y x 

函数的导数为 。令 ，得 。2y x   0y  0x 

用 将函数 的定义域 分成两个区间，一阶导数的符

号讨论如表4-2所示。

0x  21y x  ( ) ，

x ( 0)，  0 (0 )，  

y    0   

y ↗ 极大值 (0) 1f   ↘ 

 

表4-2

由上表可见，函数 在 处取得极大值 。
21y x  1y 0x 



定理4（极值存在的第二充分条件） 设 在点 x0处具有二阶导数且

， 。

（1）如果 ，则 在点x0处取得极大值；

（2）如果 ，则 在点x0处取得极小值。

( )f x

0( ) 0f x 

0( ) 0f x 

0( ) 0f x 

0( ) 0f x 

( )f x

( )f x

解法一：

例3  求函数 的极值。
3 2( ) 6 9f x x x x  

的定义域为 ，且3 2( ) 6 9f x x x x   ( ) ，

2( ) 3 12 9 3( 1)( 3)f x x x x x      



令 ，得驻点 。驻点将定义域分成3个区间，一阶导数

的符号讨论如表4-3所示。

(0) 0f  
1 21 3x x ，

x ( 1)，  1 (1 3)，  3 (3 ) ，  

y    0   0   

y ↗ 极大值 (1) 4f   ↘ 极小值 (3) 0f   ↗ 

 

表4-3

由定理3可知， 为函数 的极大值， 为 的极小值。(1) 4f  ( )f x (3) 0f  ( )f x



解法二： 的定义域为 ，且3 2( ) 6 9f x x x x   ( ) ，

2( ) 3 12 9 ( ) 6 12f x x x f x x     ，

令 ，得驻点 。又因为 ，所以， 为

的极大值；因为 ，所以， 为 的极小值。

( ) 0f x 
1 21 3x x ， (1) 4f (1) 6 0f    

(3) 6 0f   ( )f x (3) 0f  ( )f x



例7 求 。
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例8  求 。
0

lim ln ( 0)n

x
x x n




解

1
0 0 0 0

1

ln
lim ln lim lim lim 0

n
n

n n
x x x x

x xxx x
x nx n     

   

 
    

  

ln
ln

1
n

n

x
x x

x

此题属 型未定式，因为0  

所以当 时，上式右端是 型未定式，应用洛必达法则，得0x 






例9  求

解 此题属 型未定式，因为0  

.
2

tan)1(lim
1












xx

x













 2
tan)1(lim

1

x
x

x

















2
cot

1
lim

1 x

x

x 















2
csc

2

1
lim

2
1 xx 

.
2




 





















2
cot

1

2
tan1

x

xx
x





所以当x 1时，上式右端是 型未定式，应用洛必达法则，得→
0

0


