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2.1  导数的概念



2.1.1  案例分析

引例 自由落体的瞬时速度

如图所示是著名的伽利略自由落体实验的场景。如果物

体在真空中自由下落，则它的运动方程为
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其中g为常量。试求物体在t0时刻的瞬时速度v。

匀速直线运动

分析

变速直线运动

不能精确地描述运动过程中任一时刻的瞬时速度。
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如图所示，给定时间变量 t 在 t0 时的一个增量 ，则在从时刻 t0到 , 这段时

间间隔内，物体运动路程的增量为

0t t t

从而可以求得物体在时间段 内的平均速度为t
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当 无限变小时，平均速度 无限接近于物体在 时刻的瞬时速度v。

因此，平均速度的极限值就是物体在 时刻的瞬时速度v ，即可定义

t v
0t

0t

可以看到，上述定义与物理学中自由落体的瞬时速度公式是一致的。
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在曲线上任取不同于M0点的一点M，作割线M0M交曲线于N点.当点M沿着曲线移动并趋于

M0点时，割线就以点M0为轴转动，割线M0M的极限位置M0T就叫做曲线在点M0处的切线，点

M0叫做切点。

引例 曲线的切线斜率

分析

建立直角坐标系，设M0 (x0,f(x0)) , M(x0+∆x,f(x0+∆x)),
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设割线MN 的倾角为 ，切线MT倾角为α，则割线MN 斜率为

切线MT 的斜率为



2.1.2  导数的概念
定义1  设函数 在点 x0处及其左右近旁有定义，当自变量x在点x0处有增量

时，相应地函数有增量 ，如果当 时， 与 之比

的极限存在，则称函数 在点 x0处可导，并称此极限值为 在点 x0 处的

导数，记作

即
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若上式的极限不存在，则称函数 在点x0不可导（或导数不存在）。( )f x

令 ，得0x x x  
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注： 是函数 在点x0处的瞬间变化率。)( 0xf  ( )f x



定义2  如果函数 在区间 内每一点都可导，则称 在区间 内

可导。这时对任意一个 ，都有一个确定的导数值 与之对应，这

样就构成了一个新函数 ，称 为函数 的导函数，简称导数，即

也可记作
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例1 已知函数 ，求
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思考： f (x)与f (x0)的关系是什么？
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2.1.3  求导数举例
由导数定义可知，求函数 的导数 可按以下三个步骤进行：( )f x( )y f x

（1）求增量： ；

（2）算比值： ；

（3）取极限： 。
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例1  求函数 （ c 为常数）的导数。y c
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例2  求函数 的导数。
2y x
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推广：幂函数的求导公式
1( )x x    （ α为任意实数）

解 1 1 1 2
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例3 求下列函数的导数：（1） （2） 。
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解

例4  求函数 的导数。siny x

即 (sin ) cosx x  同样的方法可以求出 (cos ) sinx x  

解

例5 求下列函数在指定点处的导数：
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例6 求指数函数 的导数。
xy e

解

推广： ( ) lnx xa a a 
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2 1xy x ，例7 求下列函数在指定点处的导数：
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推广：
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解
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例9  求下列函数在指定点处的导数： xy 2log

 
2ln

1
log2

x
xy 




例8 求对数函数 的导数.)10(log  aaxy a 且

公式汇总：

（1） ；（2） ；

（3） ；（4） ；

（5） ；（6） ；

（7） ；（8） .

1( )x x   

(e ) ex x 

( ) 0c  
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（1）曲线 在点 处的切线方程为( )y f x
0 0( ( ))M x f x，

0 0 0( ) ( )( )y f x f x x x  

2.1.4  用导数表示实际量——变化率模型

案例1  切线的斜率

思考：若函数在切点处的导数 存在， 在点x0处的一定有切线吗？反之成立吗？)( 0xf  ( )f x

（2）过切点 且与切线垂直的直线称为曲线 在点M 处的法线。
0 0( ( ))M x f x， ( )y f x

如果 ，法线斜率为 ，所以曲线 在点 处的法线方程为
0

1
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y f x x x

f x
   



0 0( ( ))M x f x，( )y f x
0( ) 0f x 

的几何意义： 在点(x0,y0)处的切线的斜率。)( 0xf  ( )f x



解

例10  求曲线 在点 处的切线斜率，并写出该点处的切线方程和法线方程。3y x (2 8)，

由导数的几何意义可知，所求的切线斜率为
2
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从而所求的切线方程为 8 12( 2)y x   即 12 16 0x y  

所求法线的斜率为
1 1

12k
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于是所求的法线方程为
1

8 ( 2)
12

y x    即 12 98 0x y  



由引例可知，若物体的运动方程为 ，则物体在时刻的瞬时速度为( )s s t

案例2  速度、加速度
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因为加速度（描述速度变化的快慢程度）是速度关于时间的变化率，物体

在时刻t的加速度为
0
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v
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案例3  电流强度

电路中电荷的定向移动形成电流，通过导体横截面的电荷量Q与所用时

间t之比称为电流强度，简称电流 i。已知导体内的电荷随时间变化为 ，

那么在时间段 的平均电流 ，时刻t 的电流
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2.1.5  函数的可导性与连续性的关系
定理 如果函数 在点x0处可导，则函数 一定在点x0处连续。( )y f x ( )y f x

解

例11 讨论函数 在 处连续，但在 处不可导。3 2y x 0x 0x 

（1）因为函数 是初等函数，定义域为 ，由初等函数在其定义域内每

一点都连续的定理，可知函数 在 处连续。

3 2y x ( )  ，

3 2y x 0x 

（2）因为

显然，当 时，导数不存在。0x 
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思考：曲线 在原点 O有切线吗？3 2y x

曲线 在原点 O不可导，但是有切线，切线为x=0。3 2y x



2.2  导数的运算



2.2.2  导数的四则运算法则

设 和 在点x处可导，则 ，在

点x处也可导，且有下列法则：

( )v v x( )u u x
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) 0)
( )

u x
u x v x u x v x v x

v x
      ， ，

（1） ；

（2） ；

（3） 。

( )u v u v    

( )uv u v uv   

2
( 0)

u u v uv
v

v v
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（1） 2 2 2(3 2 1) (3 ) (2 ) 1 3( ) 2 6 2y x x x x x x x               解

例1  求下列函数的导数：

(1) ；（2） ；（3） （4） 。23 2 1y x x  
2

3cos exy x
x

   2( 1) lny x x 
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
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（3）
2 2 2 1

( 1) ln ( 1) ln ( 1)(ln ) 2 lny x x x x x x x x x
x

            

（4）

2

2 2

1 ( 1) ( 1) ( 1)( 1)

1 ( 1)

1 ( 1) ( 1) 1 2

( 1) ( 1)

x x x x x
y

x x

x x

x x

        
    

  

    
 

 



解

例2 设函数 ，求 。tany x y

2

2 2
2

2 2

sin (sin ) cos (cos ) sin
(tan )

cos cos

cos sin 1
sec

cos cos

x x x x x
y x

x x

x x
x

x x

   
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
  

解

例3 设函数 ，求 。tan 2secy x x x  y

2

( tan 2sec ) ( tan ) 2(sec )

tan (tan ) 2sec tan

tan sec 2sec tan

y x x x x x x

x x x x x x

x x x x x

      

   

  

用类似的方法，还可以得到下列导数公式：

(sec ) sec tanx x x  (csc ) csc cotx x x  2(cot ) cscx x  



3.2.2  反函数的求导法则

注：一个函数的反函数的导数等于该函数导数的倒数。

1dx

dydy

dx

或
1

y

x

x
y

 

，

定理 2 如果函数 x = f (y)在区间内单调、可导且 那么它的反函数

y = f (x) 在相应区间上也可导.

( ) 0,f y 



  y arcsin x求 的导数例4

y arcsin x=siny,  y ,
2 2

x
  

   
 

的反函数 在 内单调可导,解

 x = siny =cosy 0y
 且

1
y =x

yx




1
=

cosy

y ,
2 2

  
  
 

,
2cos y= 1 sin y 

21 ,x 

1
y =

cosy
x


2

1
.

1 x




.
1

1
)(arcsin

2x
x


即 同理可得

  y arctan x练习：求 的导数.

.
1

1
)(arccos

2x
x








导数的基本公式

（1） ； （2） ； （3） ；

（4） ； （5） ； （6） ；

（7） ； （8） ； （9） ；

（10） ；（11） ；（12） ；

（13） ；（14） ；

（15） ；（16） 。

1( )x x   

(e ) ex x 

( ) 0c   ( ) lnx xa a a 

1
(log )

ln

xa
x a

 
1

(ln )x
x

 

(sin ) cosx x  (cos ) sinx x  
2(tan ) secx x 

2(cot ) cscx x   (sec ) sec tanx x x  (csc ) csc cotx x x  

2

1
(arcsin )

1
x

x
 


2

1
(arccos )

1
x

x
  



2

1
(arctan )

1
x

x
 


2

1
(arccot )

1
x

x
  





2.2.3  复合函数的求导法则

如 ，则复合函数 的导数为( ) ( ) ( )y f u u v v x       ， ， { [ ( )]}y f x 

d d d

d d d

y y u

x u x
  或 ( ) ( ) ( )y x f u x    或记为 x u xy y u   

本法则可推广到有限次复合的情形：

设 在点 x 处可导，函数 在对应点u处可导，则复合函数

在 x处也可导，并且

( )u x ( )y f u

[ ( )]y f x

d d d d

d d d d

y y u v

x u v x
  



解

d d d
(sin ) (2 ) cos 2 2cos 2

d d d

y y u
u x u x

x u x
      

例5  设函数 ，求 。sin 2y x
d

d

y

x

是由 复合而成的，因此sin 2y x sin 2y u u x   ，

解

2

2

d d d 1
( ) ( 1) 2

d d d 2 1

y y u x
u x x

x u x u x
      



例6  设函数 ，求 。
2 1y x 

d

d

y

x

是由 复合而成的，因此2 1y x 
2 1y u u x  ，

注：复合函数求导数熟练后，中间变量可以不必写出.

的导数。练习：求 3 221,
3

xyey x 



解 sin(3 1)(3 1) 3sin(3 1)y x x x       

例7  设函数 ，求 。cos(3 1)y x  y

解 2

2 2 2

1 1 2
( 1) 2

1 1 1

x
y x x

x x x
     

  

例8  设函数 ，求 。
2ln( 1)y x  y

1
sin

y ln cos , y .x xe e 练习： 求 的导数

注：复合函数求导数熟练后，中间变量可以不必写出.



例9 设函数 y = sin(xln x)，求 y .

先用复合函数求导公式，再用乘法公式

y = cos(xln x) · (xln x) = cos(xln x) · (x ·(ln x) + x  ln x )

= (1 + ln x)cos(x ln x) .

解

)1ln( 2xxy 练习：求函数 的导数。



练习：求函数 [sin2xln(1 - x)] .

先用乘法公式求导，遇到复合时再用复合函数求导.

1

2

( 1 ) 1 ( 1 )

1 2 3
1 (1 ) (1 ) 1

2 2 1 2 1

y x x x x x x

x x
x x x x x

x x



        

 
        

 

例10   设函数 ，求 。1y x x  y

解

先用除法的导数公式，遇到复合时，再用复合函数求导法则.

22

22

)1(

)1(1)(

x

xxxx
y






2

2

2

1

1

2

2

1
1

x

x
x

x
x






 .
)1(

1

)1(1

)1(

3222

22

xxx

xx









例11 .
1 2

y
x

x
y 


 ，求设函数

解



2.3  高阶导数



2.3.1  高阶导数的定义

定义 若函数 的导数 仍是 的可导函数，则称 的导数

为函数 的二阶导数，记作

( )y f x ( )y f x ( )y f x 

( )y f x

2 2

2 2

d d
( )

d d

y f
y f x

x x
      ， ， ，

类似地，二阶导数 的导数称为函数 的三阶导数，记为 ；三阶导数的导

数称为函数 的四阶导数，记为 阶导数 的导数称为函数 的

n阶导数，记作 。

y

( )f x

( )f x

(4) ( 1)y n    ， ， ( 1)ny  ( )f x

( ) ( ) d d
( )

d d

n n
n n

n n

y f
y f x

x x
     ， ， ，

y

二阶及二阶以上的导数统称高阶导数。



2.3.1  高阶导数的定义

解 3 2 24 3 2 12 6 2y x x x y x x         ，

例1  设函数 ，求 。
4 3 2 1y x x x    y

解 2sin cos sin 2 2cos 2y x x x y x     ，

例2  设函数 ，求 。
2siny x y

解 e cos 2 2e sin 2x xy x x    

例3 设函数 ，求 。e cos 2xy x y

   xexey xx 2sin22cos''    


  xexe xx 2sin22cos

     xexexexe xxxx 2cos22sin22sin22cos

.2sin42cos5 xexe xx  



解 ( 1)e e ex x n xy y y       ， ， ，

例4  设函数 ，求 。exy  y

解 11
( 1)

1
y x

x

   


例5  设函数 ，求 。ln( 1) ( 1)y x x    ( )ny

21( 1)y x    

3( 1)( 2)( 1)y x     

 ( ) ( )(e ) e 1 2 3n x n xy n    ，，，

(4) 4( 1)( 2)( 3)( 1)y x     

依次类推，可得    
( )( ) 1 ( 1)!

ln( 1) ( 1) 1 2 3
( 1)

nn n

n

n
y x n

x

 
     


，，，



例6 设函数 .
d

d
,sin

n

n

x

y
xy 求

解 x
x

y
cos

d

d












2
cos

d

d
2

2 
x

x

y










2

2cos
d

d
3

3 
x

x

y

， 
2

sin 










x

， 
2

2sin 










x

， 
2

3sin 










x



. 
2

sin
d

d










n
x

x

y
n

n

. 
2

sin)(sin )(










n
xx n

. 
2

cos)cos( )(










n
xx n

同理可证：即：



.01yx-2x=y   32 y满足关系式函数证明：

  22y xx证明： 222

22

xx

x






22

1

xx

x



























22

1

xx

x
y  

2

22

2

2)1(2

xx

xxxxx








2

2

2

2

2

1
)1(2

xx

xx

x
xxx









22

22

2)2(

)1(2

xxxx

xxx






 322

1

xx 


3

1

y
 .01y3  y

 
 

 
.

y

3

dy

xd
)2(;

ydy

xd
)1(:

y

1

dy

dx
5

2

3

3

32

2














yyyy
导出练习：试从

例7



解

例8 设一物体的运动方程为 ，求物体在 时刻的速度和加速度。
π

sin
3

t
s A 1t 

物体在任意时刻 t处的速度和加速度分别为

π π π π π
( ) sin cos cos

3 3 3 3 3

t t A t
v s t A A

 
     

 

2π π π π π
( ) sin sin

3 3 3 9 3

A t A t
a v t      ．

所以

1

π π π 1 1
cos π

3 3 3 2 6
t

A A
v A    

2 2 2

1

π π π 3 π 3
sin

9 3 9 2 18
t

A A
a A       



3.4  隐函数的导数和由参数方程确定的
函数的导数



2.4.1  隐函数的导数

用解析法表示函数通常有两种不同的方式：一种是由 的形式给出的

自变量为x 的函数 y，称为显函数，如 等均为显函

数；另一种是由方程 的形式所确定的自变量为x的函数y，称为隐函数。

( )y f x

2 3 ln cos e sinty x y x s t       ， ，

( ) 0F x y ，



解 将方程的两边同时对x求导，并注意到y是x的函数，则 y2是x的复合函数，

利用导数基本公式、导数的四则运算法则及复合函数的求导法则，得

2 2 2( ) ( ) ( )x y R   

例1  求由方程 所确定的隐函数的导数 。
2 2 2x y R  y

2 2 0x yy 即

解出 得y
x

y
y

  



解 将方程两边同时对 x 求导，得 ( ) (e ) (e )x yxy    

例2 求由方程 所确定的函数y的导数 。e ex yxy   0x 

e ex yy xy y   即

解出 得y
e

e

x

y

y
y

x


 



由原方程知，当 时， 。所以 y 在 处的导数为0x  0y  0x 

0

0(0 0)

e 0
1

0 e
y


  

，



由以上两例可以得出求隐函数的导数 的方法：y

求由方程 所确定的隐函数 y 的导数 时，将方程

的两边同时对自变量 x求导，注意到y是x的函数，y 的

函数则是x的复合函数，利用导数基本公式、导数的四则运算法则

及复合函数的求导法则，解出 ，就得到隐函数的导数。

( ) 0F x y ， y

( ) 0F x y ，

y



解 将方程两边同时对x求导，得

由导数的几何意义可知，椭圆 在点 处的切线斜率和法

线斜率分别为

2 2

1
9 4

x y
  3 3

1
2

 
 
 

，

2 2
0

9 4
x yy 

例3 求椭圆 在点 处的切线方程和法线方程。
2 2

1
9 4

x y
 

3 3
1

2

 
  
 

，

4

9

x
y

y
  

3 3

2

1

2 3 1 3

3 2
x

y

k y k
k





       切 法

切

，

切线方程为

法线方程为

2 3 3 3
1

3 2
y x

 
    

 

3 3 3
1

2 2
y x

 
   

 

整理得

练习：求曲线 x2 + y4 = 17 在x = 4处对应于曲线上的点的切线方程.



解 方程两端对x求导，得 2 2

1
(2 )

1 ( )
y x y

x y
   

 

例4 设 ，求 。
2arccot( )y x y  y

解得
2 2

2

2 ( )

x
y

x y


 

 

解 方程两端对 x求导，得 e
e e 0

1 e

y
y y

y
x y y y

x
       


，

例5  求由方程 所确定的隐函数 y 的二阶导数 。e 0yx y  y

上式两端同时对 x求导，得 2e e e ( ) e 0y y y yy y x y x y y        

解得二阶导数为

将 x 代入上式，整理得

e (2 )

1 e

y

y

y xy
y

x

 
 



2

3

e (2 e )

(1 e )

y y

y

x
y

x


 





2.4.2  对数求导法

对等式两边同时取自然对数，得 ln lny x x解

ln 1
y

x
y


 

例8  求 的导数。( 0)xy x x  

两边同时对 x求导，得

所以 (ln 1) (ln 1)xy y x x x    

定义：形如 的函数称为对数函数。
)()( xvxuy 

练习： 设 y = (tan x)x，求 y .



解

例9  求函数 的导数。
( 1)( 2)

( 3)( 4)

x x
y

x x

 


 

1 1 1 1 1

2 1 2 3 4

1 ( 1)( 2) 1 1 1 1

2 ( 3)( 4) 1 2 3 4

y y
x x x x

x x

x x x x x x

 
     

    

   
    

      

将等式两边取自然对数得  
1

ln ln( 1) ln( 2) ln( 3) ln( 4)
2

y x x x x       

将上式两端同时对 x 求导得 1 1 1 1 1 1

2 1 2 3 4
y

y x x x x

 
     

    

于是

练习： 设 ，求 y .   42
12

5

xx

x
y








2.4.3  由参数方程确定的函数的导数

根据复合函数的求导法则与反函数的导数公式求导，得

d

d d d ( )d
dd d d ( )

d

y

y y t tt
xx t x t

t






   



解

d ( ) cos
cot

d ( ) sin

y y t b t b
t

x x t a t a


   

 

例6 求由参数方程 所确定的函数y的导数 。
cos

sin

x a t

y b t






d

d

y

x

因为 。所以( ) cos ( ) siny t b t x t a t   ，

参数方程 It
tfy

tx









  

)(

)(

，

，



解

( ) sin ( ) (1 cos )y t a t x t a t     ，

例7  求摆线 在 时曲线上的点的切线方程。
( sin )

(1 cos )

x a t t

y a t

 


 

π

2
t 

d ( ) sin sin

d ( ) (1 cos ) 1 cos

y y t a t t

x x t a t t


  

  

点 P处的导数为 π
1

2
y
 
  
 

当 时，摆线上的点为 ，因此
π

2
t 

π
1

2
P a a
  

  
  

，

故摆线在点P 处的切线方程为 π
1

2
y a x a

 
    

 

即 π
2

2
y x a

 
   

 



3.3  高阶导数



2.3.1  高阶导数的定义

定义 若函数 的导数 仍是 的可导函数，则称 的导数

为函数 的二阶导数，记作

( )y f x ( )y f x ( )y f x 

( )y f x

2 2

2 2

d d
( )

d d

y f
y f x

x x
      ， ， ，

类似地，二阶导数 的导数称为函数 的三阶导数，记为 ；三阶导数的导

数称为函数 的四阶导数，记为 阶导数 的导数称为函数 的

n阶导数，记作 。

y

( )f x

( )f x

(4) ( 1)y n    ， ， ( 1)ny  ( )f x

( ) ( ) d d
( )

d d

n n
n n

n n

y f
y f x

x x
     ， ， ，

y

二阶及二阶以上的导数统称高阶导数。



2.3.1  高阶导数的定义

解 3 2 24 3 2 12 6 2y x x x y x x         ，

例1  设函数 ，求 。
4 3 2 1y x x x    y

解 2sin cos sin 2 2cos 2y x x x y x     ，

例2  设函数 ，求 。
2siny x y

解 e cos 2 2e sin 2x xy x x    

例3 设函数 ，求 。e cos 2xy x y

   xexey xx 2sin22cos''    


  xexe xx 2sin22cos

     xexexexe xxxx 2cos22sin22sin22cos

.2sin42cos5 xexe xx  



解 ( 1)e e ex x n xy y y       ， ， ，

例4  设函数 ，求 。exy  y

解 11
( 1)

1
y x

x

   


例5  设函数 ，求 。ln( 1) ( 1)y x x    ( )ny

21( 1)y x    

3( 1)( 2)( 1)y x     

 ( ) ( )(e ) e 1 2 3n x n xy n    ，，，

(4) 4( 1)( 2)( 3)( 1)y x     

依次类推，可得    
( )( ) 1 ( 1)!

ln( 1) ( 1) 1 2 3
( 1)

nn n

n

n
y x n

x

 
     


，，，



例6 设函数 .
d

d
,sin

n

n

x

y
xy 求

解 x
x

y
cos

d

d












2
cos

d

d
2

2 
x

x

y










2

2cos
d

d
3

3 
x

x

y

， 
2

sin 










x

， 
2

2sin 










x

， 
2

3sin 










x



. 
2

sin
d

d










n
x

x

y
n

n

. 
2

sin)(sin )(










n
xx n

. 
2

cos)cos( )(










n
xx n

同理可证：即：



.01yx-2x=y   32 y满足关系式函数证明：

  22y xx证明： 222

22

xx

x






22

1

xx

x



























22

1

xx

x
y  

2

22

2

2)1(2

xx

xxxxx








2

2

2

2

2

1
)1(2

xx

xx

x
xxx









22

22

2)2(

)1(2

xxxx

xxx






 322

1

xx 


3

1

y
 .01y3  y

 
 

 
.

y

3

dy

xd
)2(;

ydy

xd
)1(:

y

1

dy

dx
5

2

3

3

32

2














yyyy
导出练习：试从

例7



解

例8 设一物体的运动方程为 ，求物体在 时刻的速度和加速度。
π

sin
3

t
s A 1t 

物体在任意时刻 t处的速度和加速度分别为

π π π π π
( ) sin cos cos

3 3 3 3 3

t t A t
v s t A A

 
     

 

2π π π π π
( ) sin sin

3 3 3 9 3

A t A t
a v t      ．

所以

1

π π π 1 1
cos π

3 3 3 2 6
t

A A
v A    

2 2 2

1

π π π 3 π 3
sin

9 3 9 2 18
t

A A
a A       



2.4  隐函数的导数和由参数方程确定的
函数的导数



2.4.1  隐函数的导数

用解析法表示函数通常有两种不同的方式：一种是由 的形式给出的

自变量为x 的函数 y，称为显函数，如 等均为显函

数；另一种是由方程 的形式所确定的自变量为x的函数y，称为隐函数。

( )y f x

2 3 ln cos e sinty x y x s t       ， ，

( ) 0F x y ，



解 将方程的两边同时对x求导，并注意到y是x的函数，则 y2是x的复合函数，

利用导数基本公式、导数的四则运算法则及复合函数的求导法则，得

2 2 2( ) ( ) ( )x y R   

例1  求由方程 所确定的隐函数的导数 。
2 2 2x y R  y

2 2 0x yy 即

解出 得y
x

y
y

  



解 将方程两边同时对 x 求导，得 ( ) (e ) (e )x yxy    

例2 求由方程 所确定的函数y的导数 。e ex yxy   0x 

e ex yy xy y   即

解出 得y
e

e

x

y

y
y

x


 



由原方程知，当 时， 。所以 y 在 处的导数为0x  0y  0x 

0

0(0 0)

e 0
1

0 e
y


  

，



由以上两例可以得出求隐函数的导数 的方法：y

求由方程 所确定的隐函数 y 的导数 时，将方程

的两边同时对自变量 x求导，注意到y是x的函数，y 的

函数则是x的复合函数，利用导数基本公式、导数的四则运算法则

及复合函数的求导法则，解出 ，就得到隐函数的导数。

( ) 0F x y ， y

( ) 0F x y ，

y



解 将方程两边同时对x求导，得

由导数的几何意义可知，椭圆 在点 处的切线斜率和法

线斜率分别为

2 2

1
9 4

x y
  3 3

1
2

 
 
 

，

2 2
0

9 4
x yy 

例3 求椭圆 在点 处的切线方程和法线方程。
2 2

1
9 4

x y
 

3 3
1

2

 
  
 

，

4

9

x
y

y
  

3 3

2

1

2 3 1 3

3 2
x

y

k y k
k





       切 法

切

，

切线方程为

法线方程为

2 3 3 3
1

3 2
y x

 
    

 

3 3 3
1

2 2
y x

 
   

 

整理得

练习：求曲线 x2 + y4 = 17 在x = 4处对应于曲线上的点的切线方程.



解 方程两端对x求导，得 2 2

1
(2 )

1 ( )
y x y

x y
   

 

例4 设 ，求 。
2arccot( )y x y  y

解得
2 2

2

2 ( )

x
y

x y


 

 

解 方程两端对 x求导，得 e
e e 0

1 e

y
y y

y
x y y y

x
       


，

例5  求由方程 所确定的隐函数 y 的二阶导数 。e 0yx y  y

上式两端同时对 x求导，得 2e e e ( ) e 0y y y yy y x y x y y        

解得二阶导数为

将 x 代入上式，整理得

e (2 )

1 e

y

y

y xy
y

x

 
 



2

3

e (2 e )

(1 e )

y y

y

x
y

x


 





2.4.2  对数求导法

对等式两边同时取自然对数，得 ln lny x x解

ln 1
y

x
y


 

例8  求 的导数。( 0)xy x x  

两边同时对 x求导，得

所以 (ln 1) (ln 1)xy y x x x    

定义：形如 的函数称为对数函数。
)()( xvxuy 

练习： 设 y = (tan x)x，求 y .



解

例9  求函数 的导数。
( 1)( 2)

( 3)( 4)

x x
y

x x

 


 

1 1 1 1 1

2 1 2 3 4

1 ( 1)( 2) 1 1 1 1

2 ( 3)( 4) 1 2 3 4

y y
x x x x

x x

x x x x x x

 
     

    

   
    

      

将等式两边取自然对数得  
1

ln ln( 1) ln( 2) ln( 3) ln( 4)
2

y x x x x       

将上式两端同时对 x 求导得 1 1 1 1 1 1

2 1 2 3 4
y

y x x x x

 
     

    

于是

练习： 设 ，求 y .   42
12

5

xx

x
y








2.4.3  由参数方程确定的函数的导数

根据复合函数的求导法则与反函数的导数公式求导，得

d

d d d ( )d
dd d d ( )

d

y

y y t tt
xx t x t

t






   



解

d ( ) cos
cot

d ( ) sin

y y t b t b
t

x x t a t a


   

 

例6 求由参数方程 所确定的函数y的导数 。
cos

sin

x a t

y b t






d

d

y

x

因为 。所以( ) cos ( ) siny t b t x t a t   ，

参数方程 It
tfy

tx









  

)(

)(

，

，



解

( ) sin ( ) (1 cos )y t a t x t a t     ，

例7  求摆线 在 时曲线上的点的切线方程。
( sin )

(1 cos )

x a t t

y a t

 


 

π

2
t 

d ( ) sin sin

d ( ) (1 cos ) 1 cos

y y t a t t

x x t a t t


  

  

点 P处的导数为 π
1

2
y
 
  
 

当 时，摆线上的点为 ，因此
π

2
t 

π
1

2
P a a
  

  
  

，

故摆线在点P 处的切线方程为 π
1

2
y a x a

 
    

 

即 π
2

2
y x a

 
   

 



2.5  函数的微分及其应用



2.5.1  微分的概念

先看一个例子：如图3-5所示，一块正方形的

金属薄片，当受热膨胀后，边长由 x0变到 。

问此薄片的面积A增加了多少？

0x x 

图3-5

由于正方形的面积 A是边长 x0的函数 ，

面积的增量 为

2

0A x

A

2 2 2

0 0 0( ) 2A x x x x x x        



从图3-5可以看出，当 很小时，面积的增量 可以用 近似表示，

其中 ，所以有

x A 02x x

0

2

0 02 ( ) ( )x xx x A x
  

0( )A A x x  

一般地，对于函数 ，当自变量从x0变到 时，函数的增量可

表示为

( )y f x 0x x 

0( ) ( )y f x x x    

第一项中 是不依赖 的常数，第二项 是比 高阶的无穷小。

因此，当 很小时， 的近似值表示为

0( )f x x ( )x 

x

x

y 0( )y f x x  

称 为 的线性主部，由此给出微分的定义。y
0( )f x x 



通常把自变量的增量 称为自变量的微分，记作 dx ，即 。则函数

在点 x0处的微分可写成（或0）

x

( )y f x

dx x 

定义 如果函数 在点 x0具有导数 ，则称 为 在点

x0的微分，记作dy ，即 。

( )y f x
0( )f x x 

0( )f x ( )y f x

0d ( )y f x x 

0d ( )dy f x x

当函数 在点 x0 处有微分时，称函数 在点 x0 处可微。( )y f x ( )y f x



一般地，函数 在区间 内任意点x的微分称为函数的微分，

记作dy，即

( )a b，( )y f x

d ( )dy f x x由 ，得

导数也称微商。

d ( )dy f x x

d
( )

d

y
f x

x




解

例1 求 在点 时函数y的改变量 及微分dy 。3y x 0 1 0.01x x   ， y

3 3 3 3

0 0( ) (1 0.01) 1 0.030 301y x x x         ，

1
d (ln(1 )) d d

1
y x x x

x
  


．

0
21

0.01
d 3 1 0.01 0.03x

x
y 

 
    ．3 2d ( ) 3y x x x x   而 ，即

解

例2  设 ，求dy 。ln(1 )y x 



2.5.2  微分的几何意义

如图3-6所示，点 和 是

曲线 上邻近的两点。PT 为曲线在点P处的切线，

其倾斜角为α。容易得到 ，

这就是说函数 在点x0处的微分，在几何上表示

曲线 在点 处切线PT的纵坐标的增量

RT。

0 0( )P x y，
0 0( )Q x x y y   ，

0tan ( ) dRT PR f x x y    

( )y f x

( )y f x
0 0( )P x y，

( )y f x

图3-6



在图3-6中， 表示 与dy之差，当 很小时，TQ与RT相比

是微不足道的，因此，RT可用TQ 近似代替。这就是说，当 很小时，有

。

TQ RQ TR  y x

x

dy y 

如图3-6所示，当 是曲线 上点的纵坐标增量时， dy 就是曲线

的切线上点纵坐标的相应增量。当 很小时， 比 小得多，即

y ( )y f x

x x| d |y y 

dy y  

因此在点P的附近，可以用切线段来近似代替曲线段，即

2 2| | (d ) (d )PQ PT x y  



2.5.3  微分的运算

（1） ；（2） ；（3） ；

（4） ；（5） ；（6） ；

（7） ；（8） ；（9） ；

（10） ；（11）

（12） ；（13） ；

（14） ；（15） ；

（16） 。

1d( ) dx x x  

d(e ) e dx x x

d( ) 0C  d( ) ln dx xa a a x

1
d(log ) d

ln
a x x

x a


1
d(ln ) dx x

x


d(sin ) cos dx x x d(cos ) sin dx x x 
2d(tan ) sec dx x x

2d(cot ) csc dx x x  d(sec ) sec tan dx x x x

d(csc ) csc cot dx x x x 

2

1
d(arccos ) d

1
x x

x
 



2

1
d(arcsin ) d

1
x x

x




2

1
d(arctan ) d

1
x x

x




2

1
d(arccot ) d

1
x x

x
 



1．微分的基本
公式



2．函数和、差、积、商的微分法则

设u ，v 都是x 的可微函数，C 为常数，则

（1） ；

（2） ；

（3） ；

（4） 。

d( ) d du v u v  

d( ) d duv u v v u 

d( ) dCu C u

2

d d
d ( 0)

u v u u v
v

v v

 
   

 



3．微分形式的不变性

由微分的定义知，当u是自变量时，函数 的微分是( )y f u d ( )dy f u u

如果 u不是自变量而是x的可微函数 ，那么对于复合函数

，根据微分的定义和复合函数的求导法则，有

( )u x [ ( )]y f x

d d ( ) ( )dxy y x f u x x   

其中 ，所以上式仍可写成( )d dx x u  d ( )dy f u u

由此可见，不论u是自变量还是中间变量，函数 的微分总是同

一个形式： ，此性质称为微分形式的不变性。

( )y f u

d ( )dy f u u



例3 设函数 ，求dy。
3sin(1 2 )y x 

解 方法1  直接应用微分公式 计算，则有d dy y x

3 3 3

2 3

d [sin(1 2 )] d cos(1 2 ) (1 2 ) d

6 cos(1 2 )d

y x x x x x

x x x

      

 

方法2  把 看成中间变量u，则有(1 2 )x

3 3

2 3

d d(sin ) cos d cos(1 2 )d(1 2 )

6 cos(1 2 )d

y u u u x x

x x x

    

  ．

例4 求函数 的微分dy。
1

1

t
y

t






解 2

1 2
d d d d

1 (1 )

t
y y t t t

t t

  
   

  



2.5.4  微分在近似计算中的应用

1．计算函数增量的近似值

函数微分是函数增量的线性主部，这就是说，当 很小时，函数的增量可

用其微分来近似代替，即

x

0 0 0( ) ( ) d ( )y f x x f x y f x x        （3-1）

0d ( )y y f x x   当 很小时，可得x



例5  半径为10 cm的金属圆片加热后，半径伸长了0.05 cm，问圆片面积改变了多少？

解 设圆片的半径为r ，圆片的面积为 ，于是2πA r

由题意知 时，圆片面积的改变量为10 cm 0.05 cmr r   ，

d 2πA r r 

d 2π 2π 10 0.05 πA A r r       

则圆片面积增大了约 。
2π cm



2．计算函数值的近似值

0 0 0( ) ( ) ( )f x x f x f x x    

当 很小时，由式（3-1）可得：x

（3-2）

在上面公式中令 （当 很小时）可得0 0x x x   ， | |x

( ) (0) (0)f x f f x  （3-3）



例6  计算 的近似值。sin 45 30

解 设 ，则 。( ) sinf x x ( ) cosf x x 

0

π π

4 360
x x   ，因 ，即

π π
45 30

4 360
  

π π π 2 π
sin 45 30 sin cos 1 0.713 3

4 4 360 2 360

 
       

 

由式（3-2）得



证 设 ，则 ，于是( ) 1nf x x 
1

1
( )

(1 )
n

n
f x

n x 
 



例7   求证明：当 较小时， 。| |x 1
1 1n x x

n
  

1
(0) 1 0 1 (0)nf f

n
     ，

由式（3-3）得
1

( ) 1f x x
n

 

即
1

1 1n x x
n

  



利用式（3-3）可计算函数 在 点附近的近似值，同时由它可以

推出常用的近似公式，即当 较小时，有

( )f x 0x 

| |x

（1） ；（2） ；

（3） ；（4） ；

（5） ；（6） 。

1
1 1n x x

n
   sin x x

e 1x x 

tan x x

arcsin x x

ln(1 )x x 



解 3 1
1.03 1 0.03 1.01

3
   

0.001e 1 ( 0.001) 0.999     ．

例8  计算 的近似值。3

1.03

解

例9  求 的近似值。0.001e

利用公式 ，得e 1x x 



3．误差估计

如果某个量的精确值为A，它的近似值为α，那么 称为近似值α的绝

对误差，而绝对误差 与 的比值 称为近似值α的相对误差。| |A a

| |A a

| |

| |

A a

a


| |a

如果某个量的精确值是A ，测得它的近似值是α，又已知它的误差不超过

，则 叫做测量A的绝对误差限（简称绝对误差）， 叫做

测量A的相对误差限（简称相对误差）。

: | |A AA a  „
| |

A

a


A



解

例10  测得圆钢截面的直径 D = 60.03 mm，测量D的绝对误差限 。利

用公式 计算圆钢的截面积时，试估计面积的误差。

0.05D 

2

4
A D




d | | | d | | |
2 2 2

DA A A D D D A A D D D
  

           ， „

 260.03 0.05 mm4.715
2 2

A DD 
 

     

已知 D = 60.03 mm ， ，所以0.05D 

2

0.052 2 2 0.17%
60.03

4

D
A D

D

A D
D


 



    



