
求导法则 单元教学设计 

单元标题： 求导法则 
单元教学学时 2 

在整体设计中的位置 第 1次 

教
学 
目
标 

能力目标 知识目标 素质目标 

➀能够掌握导数的四则运算并运用 

➁能够掌握复合函数求导数法则并运用 
导数运算法则 

➀深刻思维能力 

➁团结合作能力 

➂语言表达能力 

能
力
训
练
任
务 
及
案
例 

任务 1   导数的四则运算 

任务 2   复合函数求导数法则 

 

教
学 
材
料 

高等数学  湖南省教科所组编  高等教育出版社 

高等数学及应用  吕同富主编  高等教育出版社 

高等数学应用 205 例  李心灿主编  高等教育出版社 

高等数学（第四版）  同济大学等编  高等教育出版社 



单元教学进度 

步骤 教学内容 
教学方

法 
教学手段 学生活动 

1 

（告

知） 

本单元学习目标：  

导数的四则运算 

复合函数求导法则 

 

陈述 板书 识记 

2 

（引入 

任务

1） 

导数的四则运算 

例 12 23 ++= xxy ,求 y 

例 xxey x 2+= ，求 y 

例 xy alog= ，求
dx

dy
 

例 xey x sin= ，求
dx

dy
 

例 
7

sinln44cos


++= xxxy ， 

求 y 

教 师 讲

解 
教师提示 

学生认真

听讲 

分组研讨 

3 

（任务

2） 

复合函数求导数 

设 (x)][y f= ， 则 分 解 成

)(),( xuufy == 。所以 xux uyy =  

例 xy sin= ，求 y 

例 
22 - xay = ，求 y 

例 
2

tanln
x

y = ，求 y 

例 12lnsin += xy ，求 y 

教 师 启

发讲解 

 

板书 师生研讨 

作业 完成求导课后习题，熟练背诵求导公式 

课后 

反思 

学生基础混杂，有的甚至没学过高等数学，因此第一次课进行知识铺垫非常

有必要。 

 

 



不定积分的概念与性质  单元教学设计 

单元名称： 不定积分的概念与性质 

单元教学学时 2 

在整体设计中的位

置 
第 2次 

教学 

目标 

能力目标 知识目标 素质目标 

1.能利用原函数的概念推导出基

本初等函数的积分公式； 

2.会用直接积分法求不定积分 

 

1.理解原函数与不

定积分的概念； 

2.知道不定积分的

性质； 

3.熟练掌握不定积

分的基本公式和直

接积分法. 

培养学生逻辑

推导能力 

能力

训练

任务 

任务 1  原函数概念 

任务 2  不定积分概念 

任务 3  基本初等函数积分公式 

任务 4  不定积分性质 

任务 5  直接积分法 

本次

课使

用的

外语

单词 

不定积分 indefinite integral；原函数 basic elementary function 

案例

和教

学材

料 

1.教材：《高等数学及其应用（第 3版）》，吕同富，高等教育出版社，2018.4. 

2.案例：变速运动物体的运动规律 

 

单元教学进度  

步

骤 
教学内容及能力/知识目标 教师活动 

学生

活动 

时间 

分配 

1

（回

顾引

入任

务） 

回顾几个基本初等函数的求导公式，引出本

单元学习目标： 

1.理解原函数与不定积分的概念； 

2.理解不定积分的性质； 

3.熟练掌握不定积分的基本公式和直接积

分法. 

提出问题：以前学

过哪些互逆的运

算？ 

思考 10分钟 

2

（任

务

1） 

原函数： 

如果 )()( xfxF = 或 )dx()( xfxdF = ， 

提问：如果一个函

数有原函数，那么

原函数是否唯一？ 

分组研

讨 
10分钟 



那么 )(xF 是 )(xf 的原函数。 

原函数的存在特性 

3

（任

务

2） 

不定积分： 

)(xf 的全部原函数 )(xF +C 叫做 )(xf 的

不定积分，记作  += CxFdxxf )()( . 

例 2xdx  

例 cos xdx  

教师讲授概念 

学生认

真听课

并回答

问题 

10分钟 

4

（任

务

3） 

基本初等函数积分公式 

不定积分的几何意义 

根据不定积分和原

函数的关系启发学

生归纳总结 

简单介绍几何意义 

提问回

答 
15分钟 

5

（任

务

4） 

不定积分的性质 

（1）  = dxxfkdxxkf )()(  

（2） 

( )( ( ) ) ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx =     

（3） ( ) ' ( )( )f x dx f x=  

（4） ' ( )( )F x dx F x C= +  

教师启发讲解 

 

师生研

讨 
15分钟 

6

（任

务

5） 

直接积分法 

例 
2
dx x x x

x
− + ( ) . 

例 
4

2 1

x
dx

x +  

例 
2

2

x
x sin d .  

例 
cos 2

sin cos

x
dx

x x−  

教师讲解例题并布

置课堂练习题 

学生认

真听讲 
23分钟 

7

（案

例

1） 

案例 1  已知物体以速度
22 1v t= + 做直线

运动，当 1t s= 时，物体经过的路程为 3m，

求物体的运动规律. 

提问 
学生思

考解答 
5分钟 



总结 

原函数的概念，原函数与导函数的关系 

不定积分的概念 

不定积分的性质 

不定积分的简单计算 

2分钟 

作业 牢记基本积分公式并完成课后习题 

课后

体会 

对于函数的积分问题，学生对这个概念的理解不是特别好，现在关键是弄清楚函数的积

分到底指什么，让学生搞清楚了这一点，求解函数的积分问题也就好解决了。 

 

 

第一类换元积分法  单元教学设计 

单元名称： 第一类换元积分法 

单元教学学时 2 

在整体设计中的位

置 
第 3次 

教学 

目标 

能力目标 知识目标 素质目标 

1.能利用第一类换元积分法求不

定积分 

1.理解第一类换元

积分法的思想 

培养学生逻辑

推导能力 

能力

训练

任务 

任务 1  凑微分法求不定积分 

 

本次

课使

用的

外语

单词 

不定积分 indefinite integral； 

案例

和教

学材

料 

1.教材：《高等数学及其应用（第 3版）》，吕同富，高等教育出版社，2018.4. 

2.案例：变速运动物体的运动规律 

 

单元教学进度  

步

骤 
教学内容及能力/知识目标 教师活动 

学生

活动 

时间 

分配 



1

（引

入任

务） 

我们能否从基本积分公式 

 += Cxxdx sincos  

得出  =xdx2cos Cx+2sin 呢？由于不定积

分 与 求 导 是 逆 运 算 , 因 此

xxCx 2cos2cos2)2(sin =+ .显然，这推

测是错误的. 

比较  
变量不同变量相同

与 xdxxdxsco 2cos ， 我们发现变量

不统一就不能用基本积分公式，根据复合函数的

微分法我们可作变换得到 

  = )2(
2

1
2cos2cos xdxxdx

= xxdcox 22
2

1
Cx += 2sin

2

1
. 

 思考 10分钟 

2

（任

务

1） 

定理  设 )(uF 是 )(uf 的一个原函数，即

CuFduuf += )()( ， )(xu = 可导，则 

ux
xdxfdxxxf

=
 

)(
)()]([)()]([




令凑微分

 duuf )( = ( ) cuF +  

CxF
xu

+
=

)]([
)(


回代

. 

这种先“凑”微分，再作变量置换的方法叫第一

类换元积分法，又称凑微分法. 

例 1  求 dx
x + 23

1
. 

例 2  求 dxe x


+52 . 

例 3  求  + dxx )23sin( . 

例 4  求 dx
ax + 22

1
. 

例 5  求  − dxx 8)25( . 

讲解凑微分的

技巧 

分组研

讨，训

练巩固 

30分钟 



例 6  求  −
dx

x 9

1
2

. 

3

（任

务

2） 

学生总结凑微分方法。 

（1）把被积函数的一部分，利用微分，转移到

d 的后面，形成某函数的微分 

（2）d 后面的微分正好与被积函数剩下的部分

有相同的关系，然后把它们看成一个整体，利用

基本初等函数公式求得。 

（3）前面的转移到 d 后面的函数被看做一个整

体，其实也是换元法，所以凑微分又叫第一换元

法。 

教师启发引导 
学生总

结 
10分钟 

4

（任

务

3） 

例 7  求 dx
x

x


+ 22
. 

例 8  求 

（1）  xdxcot  ；               

（2）  dx
x

2
sin 2 ； 

    （3）  xdx3sin  ； 

（4）  xdxsec . 

根据微分、积

分的关系，熟

练思考凑微分

的类型 

训练 30分钟 

总结 
凑微分运用时的难点在于原题并未指明把哪一部分凑成 )(xd ,这需要解题

经验，多做练习，做熟悉。 

10分钟 

作业 第一类换元积分法的课后训练 

课后

体会 

凑微分运用时的难点在于原题并未指明把哪一部分凑成 )(xd ,这需要解题经验，多做

练习，做熟悉。 

 

 

 

 

 



第二类换元积分 单元教学设计 

单元名称： 第二类换元积分法 

单元教学学时 2 

在整体设计中的位

置 
第 4次 

教学 

目标 

能力目标 知识目标 素质目标 

1.能利用第二类换元积分法求不

定积分 

1.理解第二类换元

积分法的思想 

培养学生逻辑

推导能力 

能力

训练

任务 

任务 1  第二类换元法求不定积分 

 

本次

课使

用的

外语

单词 

不定积分 indefinite integral； 

案例

和教

学材

料 

1.教材：《高等数学及其应用（第 3版）》，吕同富，高等教育出版社，2018.4. 

2.案例：变速运动物体的运动规律 

 

 

步骤 教学过程 
教学

方法 

教学

手段 

学生

活动 

时间 

分配 

1 

（告

知） 

本单元学习目标：  

换元法 

 

陈述 板书 识记 
10分

钟 

2 

（任务

1） 

不定积分的换元法种类大题有两类种，一种是消掉根号

的模式，另一种是三角函数换元。 

（1）消掉根号 

例 
+ x

dxx

1
 

为了消掉根号，令 tx = ，这样 2tx = ， tdtdx 2= ，于

是原来的不定积分变成了： 

学生

阅读 

教师

启发

讲解 

 

板书 
师 生

研讨 
30钟 




+ x

dxx

1




+++=










+
+=

+=

C|t1|ln22-

1

1
1-2

12
2

2

tt

dt
t

t
t

dtt

 

练习：（1） 
xx

dx
2

（2） 
+ x

dx

-31
 

（2）三角函数换元 

例 dxxa
22 -  

本例要是直接代换根号，做不出来，必须另寻其他途径。

令 tax sin= ， tdtadx cos= ，代入原来的不定积分得： 

  == dtatdttaadxxa 2222 coscoscos-  

( ) ++=
+

= Cttt
a

dt
t

a cossin
22

2cos1 3
2  

下面利用直角三角形把 t 转换成 x。首先根据代换公式

tax sin= ，得
a

x
t =sin ，做角度是 t 的直角三角形 

 

所以
a

x
t arcsin= , 22 -

1
cos xa

a
t =  

所以，最后所求的不定积分是 

dxxa
22 - Cxax

a

xa
++= 22

2

-
2

1
arcsin

2
 

三角代换常用还有 cosx,tanx 等 

练习：（1） 0)(a
22


+


xa

dx
 

（2) 

( )


− 2

3
22

2

ax

dxx
 

a2-x2

a
x

t



3 

（引入 

任务

2） 

定积分的换元法与不定积分的换元法基本一致，不一样

的地方就是多了上下限，最后需要利用牛顿莱布尼茨公

式求解最后结果。学生阅读 174 页内容，理解两者的不

同，以及换元以后如何代入积分上下限。 

（1）第一种情况是上下限不变，等换元法计算结束，再

代入原来的上下限 

（2）第二种情况是换元时，也同时把上下限变换。 

例 求 
+

4

0 1 x

dx
 

第一种解法：先利用不定积分的知识求解积分结果 

 =
+

=
+

=


t

tdt

x

dx tx

1

2

1

令

C|)t1|ln-(t2 ++=  

( ) C]x1ln-x[2 ++= ，于是 


+

4

0 1 x

dx
3ln2-4))xln(1-x(2 4

0=+=  

第二种解法：上下限跟着变换同时变换 

令 tx = ， 2tx = ，当 0=x 时 t=0，当 x=4 时 t=2，于

是原式= ( ) 2

0

2

0

2

0
|t1|ln-2

1

1
-12

1

2
+=









+
=

+  tdt
tt

tdt
 

ln3)-(22=  

从以上方法可看出，第二种方法较好，所以尽量使用第二

种方法。 

练习：求 
2ln

0
1- dxex

，提示：令 tex =1- 。 

上面是比较明显的换元法，有时也可用凑微分法计算定

积分。 

下面是一个两个重要的结论： 

（1）设 f(x)在对称区间[-a,a]上连续，则 

当 f(x)时偶函数时，  =
a

a
dxxf

-
2)( 

a

dxxf
0

)(  

当 f(x)时奇函数时，  =
a

a
dxxf

-
)( 0 

（2）  2

0
(sinx)dx



f =  2

0
(cosx)dx



f  

令 tx -
2


=  

案例 学生解答案例 1  案例 2  案例 3 

学生

阅读 

教师

启发

讲解 

 

板书 
师 生

研讨 
20钟 



4 

案例 

训练 

案例操练 

案例 1   
−−

dx
xx 1)2(

1
 

案例 2   ++ dxxx )1ln( 2

 

案例 3    +

4

0 1
dx

x

x
 

学生

思考 

教师

提示 

  
30分

钟 

5：教学

小结 

 

基本初等函数基本图形和性质非常重要，对后续本门课程的学习至关重

要，要让学生熟练掌握；复合函数的分解是复合函数求导法则的基础，这是

难点也是重点，通过大量的练习让学生掌握。 

 

 

1.课后练习题； 

2.小结第二换元积分法的代数换元和三角换元类型题。 

 

 

6 布置

作业 

 

 

分部积分法 单元教学设计 

单元标题： 分部积分法 
单元教学学时 2 

在整体设计中的位置 第 5次 

教
学 
目
标 

能力目标 知识目标 素质目标 

➀能够掌握分部积分法 分部积分法 

➀深刻思维能力 

➁团结合作能力 

➂语言表达能力 

能
力
训
练
任
务 
及
案
例 

任务 1   分部积分法 

 

教
学 
材
料 

高等数学  湖南省教科所组编  高等教育出版社 

高等数学及应用  吕同富主编  高等教育出版社 

高等数学应用 205 例  李心灿主编  高等教育出版社 

高等数学（第四版）  同济大学等编  高等教育出版社 



单元教学进度 

步骤 教学内容 
教学方

法 
教学手段 学生活动 

1 

（告

知） 

本单元学习目标：  

分部积分法和分部积分公式 

 

陈述 板书 识记 

2 

（引入 

任务

1） 

分部积分法 

学生阅读 106-107 页，理解分部积分法。 

公式：  = vduuvudv -  

分布积分前面一部分其实是凑微分，后面

才利用上面的分部积分公式。 

例  xdxxcos  

解 ：

 == xdxxxxdxxdxx sin-sinsincos  

Cxxx ++= cossin  

例  xdxx ln  

  =







= xd

x
xx

x
xdxdxx ln

2
-ln

2

1

2
lnln

2
2

2

 

 == xdxxx
2

1
-ln

2

1 2

Cxxx +22

4

1
-ln

2

1
 

练习：（1）  xdxex sin  

（2）  dxxarctan  

（3）  xdxln  

教 师 讲

解 
教师提示 

学生认真

听讲 

分组研讨 

作业 完成分部积分法课后习题，明确分部积分法的使用类型 

课后 

反思 

在学生掌握了大量积分方法时，却会面临不知道该用哪种方法解题，所以要

注意强调各种方法针对的题型 

 

 



定积分的概念与性质  单元教学设计 

单元名称：定积分的概念与性质 

单元教学学时 2 

在整体设计中的位置 第 6次 

 

1.能利用定积分的几何意义计算

定积分； 

2.能利用定积分的性质进行定积

分大小的判断。 

1.理解定积分的概念与几何

意义； 

2.了解可积的条件； 

3.掌握定积分的基本性质。 

培养学生对抽象

数学语言的理解

能力和知识运用

能力 

能力

训练

任务 

任务 1  曲边梯形的面积 

任务 2  变速直线运动的路程 

任务 3  定积分概念 

任务 4  定积分的几何意义 

任务 5  定积分性质 

本次

课使

用的

外语

单词 

定积分 definite integral  性质 property 

案例

和教

学材

料 

1.教材：《高等数学及其应用（第 3版）》，吕同富，高等教育出版社，2018.4. 

2.案例：曲边梯形的面积 

3.案例：变速运动物体的路程 

 

单元教学进度  

步

骤 
教学内容及能力/知识目标 教师活动 学生活动 

时间 

分配 

1

（引

入任

务

1） 

案例一：曲边梯形的面积计算 

  ①分割 

②近似 

③求和 

④取极限 

i

n

i

i xfA = 
=

→
1

0
)(lim 


 

提出问题：1.什么

是曲边梯形？ 

2.曲边梯形的面

积能否按照直边

梯形的面积公式

计算？为什么？ 

 

思考 
15 分

钟 



                          

   

2

（任

务

2） 

案例二：变速直线运动的路程 

①分割 

②近似 

③求和 

④取极限 

i

n

i

i tvs = 
=

→
1

0
)(lim 


 

讲解 

学生观察两

个实际问题

中暗含的同

一数学思想 

10 分

钟 

3

（任

务

3） 

定积分的定义： 


b

a
dxxf )( = 

0
lim
→

=


n

i

ii xf
1

)(  

定积分的几何、物理应用 

=
b

a
dxxfA )(  

=
b

a
dttvS )(  

注意：（1）若定积分 
b

a
dxxf )( 存在，则称

)(xf 在 ],[ ba 上可积；闭区间 ],[ ba 上的连

续函数 )(xf 在 ],[ ba 上可积。 

（2） 
b

a
dxxf )( =  =

bb

a
dttfduuf

a
)()( 。 

（3） 
b

a
dxxf )( = - 

a

b
dxxf )( 。 

（4）当 ba = 时， 0)( = dxxf
b

a
。 

 

教师讲授概念 

思考：定积

分是什么？

怎么得来？

如何表示？ 

20 分

钟 

4

（任

务

4） 

定积分的几何意义 

（1）当 )(xf ≥0 时， 
b

a
dxxf )( 表示由

曲线 )(xfy = ，两条直线 ax = ， bx = 及 x

轴 所 围 成 的 曲 边 梯 形 面 积 ， 即

讲解并强调注意

事项 

注意定积分

与面积之间

的关系 

 

25 分

钟 



Adxxf
b

a
= )( . 

（2）当 )(xf ≤0 时，此时曲边梯形位于

x 轴 的 下

方 ，


b

a
dxxf )(

表 示 曲 边

梯 形 面 积

的负值，即

Adxxf
b

a
−= )( . 

（3）当 )(xf 在 ],[ ba 上有正有负时,  


b

a
dxxf )( 表示上下各部分曲边梯形面积的

代数和， 

即 321)( AAAdxxf
b

a
+−= . 

例 1 利用定积分的几何意义计算定积分 

（1）
1

0
xdx           （2） 2

2

sin xdx



−  

5

（任

务

5） 

定积分的性质 

1  函数的代数和的定积分等于它们的定积

分的代数和，即 

  =
b

a
dxxgxf )()(  

b

a

b

a
xgdxxf )()(  

可推广到有限个函数代数和的情形 

2  被积函数的常数因子可以提到积分号外

面，即 


b

a
dxxkf )( =

b

a
dxxfk )(     （ k 是常数） 

3（积分对区间的可加性） 对任意三个实数

a ， b ， c，有 


b

a
dxxf )( =  +

b

c

c

a
dxxfdxxf )()(  

4  如果在区间 ],[ ba 上 1)( xf ，则 

abdxdxdxxf
b

a

b

a

b

a
−===   1)(  

教师启发讲解,部

分性质重点强调 

 

师生研讨 
15 分

钟 



5 如 果 在 ],[ ba 上 )()( xgxf  ， 则

dxxgdxxf
b

a

b

a  )()( . 

6（定积分估值定理）设M 及m 分别是函数

)(xf 在区间 ],[ ba 上的最大值及最小值，则： 

   )( abm − ≤ 
b

a
dxxf )( ≤ )( abM −   

7（定积分中值定理）  如果 )(xf 在 ],[ ba

上连续，则在 ],[ ba 上至少存在一点 ，使得 


b

a
dxxf )( = ))(( abf −  )( ba    

总结 

定积分的定义是一个非常抽象、难以理解的定义，通过这个定义我们逐渐理解

抽象的数学概念，并能将抽象的定义运用到实际的面积计算问题中去。在几何

意义中，我们需要特别注意构成的图形的位置是在 x 轴的上方还是下方，分情

况对待。 

5 分

钟 

作业 

1.牢记基本初等函数的求导公式； 

2.课后练习题； 

3.预习下一节：不定积分的概念与性质。 

课后

体会 

过分强调应用性，就会使学生的数学素养缺失，最典型的就是不知道概念说了什么，不

理解其中的深意。 

 

 

定积分的积分方法 单元教学设计 

一、教案头 

单元标题 定积分的积分方法 
单元教学学时 8 

在整体设计中的位置 第 7次 

教
学 
目
标 

能力目标 知识目标 素质目标 

➀能够掌握定积分的换元法 

➁能够掌握定积分的分部积分法 

 

定积分的换元法 

定积分的分部积分法 

 

➀深刻思维能力 

➁团结合作能力 

➂语言表达能力 



能
力
训
练
任
务 
及
案
例 

任务 1   定积分的换元法 

任务 2   定积分的分部积分法 

任务 3   定积分的积分练习 

案例 1  计算
( )

1

2

1 dx
-1

xarcsin

xx
 

案例 2  设 −+
+

=
1

0

2

2
)(1

1

1
)( dxxfx

x
xf ，求 

1

0
)( dxxf  

案例 3  计算  −


0

53 sinsin dxxx  

案例 4  计算 
−

+2

2

223 cos)sin(


 xdxxx  

教
学 
材
料 

高等数学  湖南省教科所组编  高等教育出版社 

高等数学及应用  吕同富主编  高等教育出版社 

高等数学应用 205 例  李心灿主编  高等教育出版社 

高等数学（第四版）  同济大学等编  高等教育出版社 



单元教学进度 

步骤 教学内容 
教学

方法 

教学

手段 

学生

活动 

1 

（告

知） 

本单元学习目标：  

定积分的换元法 

定积分的分部积分法 

定积分的积分练习 

陈述 板书 识记 

2 

（引入 

任务

1） 

定积分的换元法与不定积分的换元法基本一致，不一样

的地方就是多了上下限，最后需要利用牛顿莱布尼茨公

式求解最后结果。 

（1）第一种情况是上下限不变，等换元法计算结束，再

代入原来的上下限 

（2）第二种情况是换元时，也同时把上下限变换。 

例 求 
+

4

0 1 x

dx
 

令 tx = ， 2tx = ，当 0=x 时 t=0，当 x=4时 t=2，于

是原式= ( ) 2

0

2

0

2

0
|t1|ln-2

1

1
-12

1

2
+=









+
=

+  tdt
tt

tdt
 

ln3)-(22=  

练习：求 
2ln

0
1- dxex

，提示：令 tex =1- 。 

上面是比较明显的换元法，有时也可用凑微分法计算定

积分。 

例  3

0

2 cossin


tdtt  

解 注意观察，cost 可以转移到 d 的后面凑出 sint 来，

然后把 sint 看成一个整体来解答 

 3

0

2 cossin


tdtt =  3

0

2 sinsin


ttd 3
0

3sin
3

1


t= =
8

3
 

这里实际上也是一个换元法，即令 sint=y，但是没写出

而已。 

练习 求解  +
2

0 sin1



x

dx
，建议用两种方法求解，换元法令

2
tan

x
t = ，凑微分需要把 sinx拆成

2
cos

2
sin2

xx
 

下面是一个两个重要的结论： 

学生

阅读 

教师

讲解 

教师

提示 

学 生

认 真

听讲 

分 组

研讨 



（1）设 f(x)在对称区间[-a,a]上连续，则 

当 f(x)时偶函数时，  =
a

a
dxxf

-
2)( 

a

dxxf
0

)(  

当 f(x)时奇函数时，  =
a

a
dxxf

-
)( 0 

学生自己从 176页讨论证明 

（2）  2

0
(sinx)dx



f =  2

0
(cosx)dx



f  

令 tx -
2


=  

案例 学生解答案例 1  案例 2  案例 3 

3 

（任务

2） 

不定积分的分部积分法是一种重要的积分方法，定积分

的分部积分法也是重要的，不同点就是定积分增加上下

限。 

公式  =
b

a

b

a

b

a vduuvudv -  

例 求  2

0

2cosxdxx


 

解  2

0

2cosxdxx


=  2

0

2dsinxx


= 2
0

2 sin



xx  

=  2

0
2xsinxdx



= +
4

2
 2

0
xdcosx2



= +
4

2
2
0cos2



xx  

= -
4

2
2
0sin2



x = 2-
4

2
 

练习： 

（1） 
e

e

dxx1 ln  

（2） dxxe x


1

0

2

 

(3)  3

4

2sin



 dx
x

x
 

学生

阅读 

教师

启发

讲解 

 

板书 
师 生

研讨 



4 

任务 3  

定积分练习： 

（1）计算 
+

4

0 1
dx

x

x
 

（2）计算  −
1

0

2

3

4 )1( dxxx  

（3）计算  −
1

0

22 dxxx  

（4）计算

( )


−

2

1
2

3
2

2

4

dx

x

x
 

（5）计算 
−+

−5

1 121

1
dx

x

x
 

（6）计算 
−

4ln

2ln 1xe

dx
 

（7）已知
3

1
23

ln

0
=−

a
xx dxee 。求a  

（8）当 0x 时，证明： dt
t

dt
t

x

x  +
=

+

1

1 2

1

2 1

1

1

1
 

案例 4 学生讨论解答 

教师

启发

讲解 

 

板书 
师 生

研讨 

作业 整理课堂笔记 

课后 

体会 

积分计算，不论是不定积分还是定积分，都是一个难点，需要多做练习强化知识

的理解 

 

微分方程  单元教学设计 

一、教案头 

单元标题： 微分方程 单元教学学时 2 

教
学 
目
标 

能力目标 知识目标 素质目标 

➀会判断给定方程是不是微分方程 

➁能判断微分方程的阶 

➂会验证函数是否是微分方程的解，并能

判断是通解还是特解 

④能判断出方程是可分离变量的微分方程  

⑤会用分离变量法求解 

⑥常数变易法 

 

了解微分方程的概念

以及通解、特解、初始

条件的概念；会解一

阶微分方程 

➀深刻思维能力 

➁团结合作能力 

➂语言表达能力 



能
力
训
练
任
务 
及
案
例 

任务 1   微分方程的概念 

任务 2   解、通解、特解、初始条件的概念 

任务 3   一阶微分方程求解 

 

教
学 
材
料 

高等数学  湖南省教科所组编  高等教育出版社 

高等数学及应用  吕同富主编  高等教育出版社 

高等数学应用 205 例  李心灿主编  高等教育出版社 

高等数学（第四版）  同济大学等编  高等教育出版社 



二、单元教学进度 

步骤 教学内容 教学方法 
教学

手段 

学生

活动 

1 

（告

知） 

本单元学习目标：  

微分方程的概念 
陈述 板书 识记 

2 

（引入 

案例

1） 

一曲线经过(0,1)点，且在某点的切线斜率为该点横

坐标的 2倍，求此曲线方程. 

学生列式

求解 
板书  

3 

（案例

2） 

列车在水平直轨上以 20m/s 的速度行驶，当制动时

获得加速度-0.4m/s2，问开始制动后多久列车才能

停住，以及制动后行驶的路程. 

学生阅读 

教师启发

讲解 

板书 
师 生

研讨 

4 

（任务

1） 

微分方程：含有未知函数的导数或者微分的方程，称

为微分方程，未知函数是一元函数的微分方程称为

常微分方程，微分方程中出现的未知函数的导数的

最高阶数，称为微分方程的阶。 

例如 32 =+ xy ， 5)(y3 += x
dx

dy
，

2

x
yy =+ 都

是常微分方程，前两个是一阶常微分方程，后一个是

二阶常微分方程 

教师启发

讲解 

 

板书 
师 生

研讨 

5 

（任务

2） 

如果一个函数代入方程后使得方程两端相等，那么

这个函数就称为微分方程的解。例如 ，Cxy += 3

，1-3xy = 都是微分方程 xy 3= 的解。但是前面一

个含有一个任意常数，可以表示很多解，后面一个解

其实是含在前面一个解里面，所以前面的解称为通

解，后面的解称为特解。 

（3）为了确定微分方程的通解中的任意常数的值，

需要给定一定条件，例如 0xx = 时对应的函数值是

00 y)(x =y ，或者 00
yy xx == ，这个条件就称为微分

方程的初始条件。 

教师启发

讲解 

 

板书 
师 生

研讨 

6 

（任务

3） 

可分离变量的微分方程 

形如 )()( xgxf
dx

dy
= 的方程微分一阶可分离变量

的微分方程。 

例 求解 0=+ xyy 的通解 

学生阅读 

教师启发

讲解 

 

板书 
师 生

研讨 



练习 

（1）设 2)(y2 += xy ，求解通解 

（2）案例 1 

（3）案例 2 

7（任

务 3） 

形如 (x))( QyxP
dx

dy
=+ 的方程，称为一阶线性微

分方程，其中 )(),( xQxP 都是已知函数 

当 0)( =xQ 时，称为齐次线性方程；当 0)( xQ 时，

称为非齐次线性方程 

+= 
dxxP

eCQy
)(-P(x)dx

](x)e[  

例 求方程
x

xxy
y

ln+
=  

课堂练习： 

（1） xbayy sin=+  

（2）
2

1

yxdx

dy

+
=  

（3）案例 1 

学生阅读 

教师讲解 

教师

提示 

学 生

认 真

听讲 

分 组

研讨 

作业 整理课堂笔记，完成课堂练习 

课后 

体会 
常微分方程需要能灵活判断方程类型，从而选择合适的求解方法 

 

多元函数的极限、连续 单元教学设计 

一、教案头 

单元标题： 多元函数的极限、连续 单元教学学时 2 

教 能力目标 知识目标 素质目标 



学 
目
标 

➀能够掌握多元函数的概念，特别是二元

函数的概念、定义域求法 

➁了解多元函数特别是二元函数的极限求

法 

➂了解多元函数特别是二元函数的连续定

义 

 

多元函数的概念，特

别是二元函数的概

念、定义域求法 

多元函数特别是二元

函数的极限求法 

多元函数特别是二元

函数的连续定义 

 

➀深刻思维能力 

➁团结合作能力 

➂语言表达能力 

能
力
训
练
任
务 
及
案
例 

任务 1   多元函数的概念与定义域 

任务 2   多元函数的极限和连续 

案例 1  求二元函数 1-yx)y-x-(9ln 2222 ++=z 的定义域 

案例 2 判断
22

0
0

lim
yx

xy

y
x +
→
→

是否存在 

案例 3  求
x

xy

y
x

)(sin
lim

0
0

→
→

 

 

教
学 
材
料 

高等数学  湖南省教科所组编  高等教育出版社 

高等数学及应用  吕同富主编  高等教育出版社 

高等数学应用 205 例  李心灿主编  高等教育出版社 

高等数学（第四版）  同济大学等编  高等教育出版社 



二、教学设计 

步骤 教学内容 
教学

方法 

教学

手段 

学生

活动 

1 

（告

知） 

本单元学习目标：  

元函数的概念，特别是二元函数的概念、定义域求法 

多元函数特别是二元函数的极限求法 

多元函数特别是二元函数的连续定义 

陈述 板书 识记 

2 

（引入 

任务

1） 

二元函数定义 设有三个变量 x,y,z，如果当自变量 x,y

在他们的范围 D 内变化时，变量 z 按照一定的对应规律

都有唯一的确定的值与他们对应，则 z 是变量 x,y 的二

元函数，记作 y)(x,fz =  

一元函数的定义域是一个区间，二元函数的定义域是一

个平面区域。常见的区域有 

（1）矩形区域 dycbxa  ,  

（2）圆形区域 ( ) ( ) 22

0

2

0 -- + yyxx  

例 求二元函数 222 -- yxaz = 定义域 

解 由根式函数的要求知道，该定义域应该满足 

222 ayx +  

所以，定义域是 ( ) 222|, ayxyx +  

 

例 求二元函数 y)(xln +=z 的定义域 

解 定义域是 ( ) 0|, + yxyx  

学生

阅读 

教师

讲解 

教师

提示 

学 生

认 真

听讲 

分 组

研讨 

x2+y2=a2
a

a



 

课堂练习：案例 1 

3 

（任务

2） 

1、二元函数的极限，设二元函数 y)(x,fz = ，如果当

( )yx, 以任意方式趋向点 ( )00, yx 时， y)(x,f 总趋向于一

个确定的常数 A，那么称 A 为二元函数 y)(x,f 当 ( )yx,

→ ( )00, yx 时的极限，记作 

( ) ( )
A),(lim

00 ,,
=

→
yxf

yxyx
 

但是，要求二元函数的极限，其实并不容易，难就难在以

任意方式趋近 ( )00, yx ，这个任意方式如何界定。我们不

可能把任意方式都能验证。所以简单的计算二元函数的

极限，就是找一个关于 x,y的关系，代入计算。 

例 
xy

xy

y
x

4-2
lim

0
0

+

→
→

 

案例 2 

案例 3 

2、二元函数连续 二元函数连续与一元函数类似，就是极

限值等于函数值，若果
( ) ( )

)y,(x),(lim 00
,, 00

fyxf
yxyx

=
→

，那

么称 f(x,y)在点 ( )00, yx 处连续 

一般情况下，二元函数在其定义域区域上都是连续的。 

学生

解答 

教师

启发 

板书 
师 生

研讨 

课后 

体会 

二元函数的定义、极限与连续与一元函数非常相似，要注意不同的地方，这部分

仅作为了解内容。 

 

 

 

 

y

x



偏导数 单元教学设计 

一、教案头 

单元标题： 偏导数 单元教学学时 2 

教
学 
目
标 

能力目标 知识目标 素质目标 

➀能够掌握多元函数的偏导数的定义和求

法➁能够掌握高阶偏导数的求法 

  

多元函数的偏导数的

定义和求法 

➀深刻思维能力 

➁团结合作能力 

➂语言表达能力 

能
力
训
练
任
务 
及
案
例 

任务 1   多元函数的偏导数定义与求法 

任务 2  高阶偏导数的定义与求法 

案例 1  求 siny)(cosy xez x += 的偏导数 

案例 2 设函数
323 3- yxyxz = ，求二阶偏导数 

 

教
学 
材
料 

高等数学  湖南省教科所组编  高等教育出版社 

高等数学及应用  吕同富主编  高等教育出版社 

高等数学应用 205 例  李心灿主编  高等教育出版社 

高等数学（第四版）  同济大学等编  高等教育出版社 

 

二、教学设计 

步骤 教学内容 
教学

方法 

教学

手段 

学生

活动 

1 

（告

知） 

本单元学习目标：  

多元函数的偏导数的定义和求法 
陈述 板书 识记 

2 

（任务

1） 

理解偏导数内容与一元函数的导数有何区别和联系 

设函数 y)(x,fz = ，在点 ( )00, yx 上， 

如果
x

f

x 

+

→

)y,f(x-)yx,(x
lim 0000

0
存在，则称此极限是

教师

启发

讲解 

 

板书 
师 生

研讨 



函数 y)(x,fz = 在 ( )00, yx 处关于 x 的偏导数，记作 

0

0
|

yy
xx

x

z

=
=




，或者

0

0
|

yy
xxxz

=
=

 ，或者 )y,(x 00xf   

同样道理可以定义关于 y的偏导数，事实上，就是把 y看

做不动，对 x求导。求导方法跟一元函数一致。 

3、以上偏导数称作一阶偏导数，高阶偏导数就是在一阶

偏导数的基础之上再求导数。设函数 

y)(x,
2

2

xxf
x

z

x

z

x
=




=
















 

y)(x,
2

xyf
yx

z

x

z

y
=




=
















 

y)(x,
2

yxf
xy

z

y

z

x
=




=
















 

y)(x,
2

2

yyf
y

z

y

z

y
=




=
















 

例 求 yxz sin2= 的偏导数 

例 求 yxz = 的偏导数 

3 

（任务

2） 

例 设函数
323 3- yxyxz = ，求二阶偏导数 

解 函数的一阶偏导数 

32 6-3 xyyx
x

z
=




     

223 9- yxx
y

z
=




 

二阶偏导数是 

( ) 332

2

2

6-66-3 yxyxyyx
xx

z

xx

z
=




=
















=




 

( ) 2232
2

18-36-3 xyxxyyx
yx

z

yyx

z
=




=
















=




 

( ) 22223
2

18-39- xyxyxx
xy

z

xxy

z
=




=
















=




 

( ) yxyxx
yy

z

yy

z 2223

2

2

8-19- =



=
















=




 

教师

启发

讲解 

 

板书 
师 生

研讨 



课堂练习 

（1）求 )yx(1ln 22 ++=z 在(1,2)点的偏导数 

（2）设 )y(xln),( 22
arctan

+= x

y

eyxf ，求 (1,0)


xf  

（3）求
z

xy
yxu ++= 22 的偏导数 

（4）求 ( )xyxz += 1 的偏导数 

作业 检查求导公式背诵 

课后 

体会 

偏导数的计算本质上就是一元函数导数的计算，偏向某个自变量时要将其他自

变量看成常数处理。 

 

 

全微分 单元教学设计 

一、教案头 

单 元 标

题： 
全微分 单元教学学时 2 

教
学 
目
标 

能力目标 知识目标 素质目标 

能够掌握多元函数的全微分的概念，特别

是二元函数的全微分 

 

多元函数的全微分的

概念，特别是二元函

数的全微分 

 

➀深刻思维能力 

➁团结合作能力 

➂语言表达能力 

能
力
训
练
任
务 
及
案
例 

任务 1   多元函数的全微分概念 

 

教
学 
材
料 

高等数学  湖南省教科所组编  高等教育出版社 

高等数学及应用  吕同富主编  高等教育出版社 

高等数学应用 205 例  李心灿主编  高等教育出版社 

高等数学（第四版）  同济大学等编  高等教育出版社 



二、教学设计 

步骤 教学内容 
教学

方法 

教学

手段 

学生

活动 

1 

（告

知） 

本单元学习目标：  

多元函数的全微分的概念，特别是二元函数的全微分 
陈述 板书 识记 

2 

（引入 

任务

1） 

1、二元函数全微分概念 

设二元函数 y)(x,fz = ，如果 ( )yx, 处函数的全增量

( ) ( )yxfyyxxfz ,-, ++= 可 以 表 示 为 关 于

yx  , 的线性函数与一个比 ( ) ( )22
yx += 高阶

的无穷小，即 

( ) ( )yxfyyxxfz ,-, ++= ( )oyBxA ++=  

则称二元函数 y)(x,fz = 在点 ( )yx, 可微，并称

yBxA + 是二元函数在点 ( )yx, 处的全微分，记作 

=dz yBxA +  

=dz dx
x

z




+ dy

y

z




。 

同理，设三元函数 z)y,(x,fu = ，则全微分是 

=du dx
x

u




+ dy

y

u




+ dz

z

u




 

2、举例 

例   求 函 数
22 yxz = 在 点 ( )1,-2 处 ， 当

01.0-,02.0 == yx 时的全增量和全微分 

解 有定义知，全增量 

( ) ( ) 1624.0(-1)2-01.0-1-02.02 2222
=+=z  

函数的两个偏导数 

学生

阅读 

教师

讲解 

教师

提示 

学 生

认 真

听讲 

分 组

研讨 



22xy
x

z
=




， yx

y

z 22=



 

都是连续的，所以全微分是存在的，于是所求在点 ( )1,-2

处的全微分为 ( ) 0.16(-0.01)*8-02.0*4 =+=dz  

可见全微分的数值与全增量的数值基本一致。 

例 求 ( )yxez x += sin 的全微分 

解 因为 y)(xcosey)(xsin x +++=


 xe
x

z
 

y)(xcosex +=




y

z
 

所以 dy
y

z
dx

x

z
dz




+




=  

y)dy(xcosey)]dxcos(xy)[sin(x x +++++= xe  

练习：案例 1 案例 2 

作业 课堂练习完成 

课后 

体会 
全微分的核心还是偏导数的计算，所以求导公式的背诵尤为重要 

 

多元函数的微分 单元教学设计 

一、教案头 

单元标题： 多元函数的微分 单元教学学时 2 

教
学 
目
标 

能力目标 知识目标 素质目标 

能够掌握多元函数隐函数的全微分 

复合函数的微分的定

义与求法 

 

➀深刻思维能力 

➁团结合作能力 

➂语言表达能力 

能
力
训
练

任务 1   复合函数的微分 



任
务 
及
案
例 

案例 1  siny),(exyfz = ，求
x

z




，

y

z




 

案例 2 z)-y(x += fz ，求
x

z




，

y

z




 

教
学 
材
料 

高等数学  湖南省教科所组编  高等教育出版社 

高等数学及应用  吕同富主编  高等教育出版社 

高等数学应用 205 例  李心灿主编  高等教育出版社 

高等数学（第四版）  同济大学等编  高等教育出版社 

 

二、教学设计 

步骤 教学内容 
教学

方法 

教学

手段 

学生

活动 

1 

（告

知） 

本单元学习目标：  

复合函数的微分的定义与求法 
陈述 板书 识记 

2 

（任务

1） 

多元复合函数的复合关系多种多样，只要把握函数间的

复合关系以及函数对某个自变量求偏导时，应通过一切

有关的中间变量，用复合函数微分法到该自变量这一原

则求偏导数即可 

1、设复合函数 v)(u,fz = ， y)(x,=u ， y)(x,=v  

 

所以 

+







=





x

u

u

z

x

z

x

v

v

z








 

+







=





y

u

u

z

y

z

y

v

v

z








 

2、设复合函数 w)v,(u,fz = ， y)(x,uu = ， y)(x,vv = ，

y)(x,ww =  

学生

解答 

教师

启发 

板书 
师 生

研讨 

z

u x

v
y



 

+







=





x

u

u

z

x

z

x

v

v

z








+

x

w

w

z








 

+







=





y

u

u

z

y

z

y

v

v

z








+

y

w

w

z








 

3、设复合函数 w)v,(u,fy = ， (x)uu = ， (x)vv = ，

(x)ww =  

 

+



=





dx

du

u

z

x

z

dx

dv

v

z




+

dx

dw

w

z




 

4、设复合函数 x)(u,fz = ， y)(x,=u  

 

x

x

x

f

x

u

u

f

x

z








+








=




=

x

f

x

u

u

f




+








 

y

u

u

f

y

z








=




 

以上是几种复合函数的全微分，需要理解掌握 

例 vuez cos= ， xyu = ， y)-(xln=v ，求
x

z




，

y

z




 

学生处理以下例题与练习 

1、 xy),y-(x 22fz = ，求
x

z




，

y

z




 

z

u x

v
y

w

z

u

x

v

w

z

u y

x

x



2、 vuz 2= ， xu cos= ， xv sin= ，求
dx

dz
 

作业 课后链式法则计算练习 

课后 

体会 

链式法则需要大家清楚复合函数的复合过程，画出复合结构图，由图推导求导

公式 

 

 

 多元函数的极值 单元教学设计 

一、教案头 

单元标题： 多元函数的极值 单元教学学时 2 

教
学 
目
标 

能力目标 知识目标 素质目标 

能够掌握多元函数极值的定义 

会判断二元函数的极值 

会建立实际问题中的最值模型并求解 

二元函数极值的定义

和计算方法 

 

➀深刻思维能力 

➁团结合作能力 

➂语言表达能力 

能
力
训
练
任
务 
及
案
例 

任务 1  二元函数的极值 

案例 1  求函数 124),( 223 +−+−= yxyxxyxf 的极值 

案例 2  用铁皮做一个体积为V 的无盖长方体箱子，问箱子的尺寸为多少时才能使铁皮

最省？ 

教
学 
材
料 

高等数学  湖南省教科所组编  高等教育出版社 

高等数学及应用  吕同富主编  高等教育出版社 

高等数学应用 205 例  李心灿主编  高等教育出版社 

高等数学（第四版）  同济大学等编  高等教育出版社 

 

二、教学设计 

步骤 教学内容 
教学

方法 

教学

手段 

学生

活动 



1 

（告

知） 

本单元学习目标：  

二元函数极值的定义和计算方法 

 

陈述 板书 识记 

2 

（任务

1） 

设函数 ),( yxfz = 在点 ),( 00 yx 的某一邻域内有定义，

如果对于该邻域内任意异于 ),( 00 yx 的点 ),( yx 都有 

),(),( 00 yxfyxf   

则 称 函 数 ),( yxfz = 在 点 ),( 00 yx 处 有 极 大 值

),( 00 yxf ，点 ),( 00 yx 称为函数 ),( yxf 的极大值点；同

理，如果都有 

),(),( 00 yxfyxf   

则 称 函 数 ),( yxfz = 在 点 ),( 00 yx 处 有 极 小 值

),( 00 yxf ，点 ),( 00 yx 称为函数 ),( yxf 的极小值点． 

例 1  函数
22 32 yxz += 在点 )0,0( 处有极小值 

例 2 函数 xyyxf =),( 在点 )0,0( 处不存在极值 

定理 1  （极值的必要条件） 

定理 2  （极值的充分条件） 

教师讲解 案例 1   

求函数 124),( 223 +−+−= yxyxxyxf 的极值 

拉格朗日乘数法． 

函数 ),( yxfz = 在约束条件 0),( =yx 下的极值求法

步骤如下： 

（ 1 ） 构 造 拉 格 朗 日 辅 助 函 数

),(),(),( yxyxfyxF += ，其中 为待定常数． 

（2）解方程组 









=

=

=

0),(

0

0

yx

F

F

y

x



 

学生

解答 

教师

启发 

板书 
师 生

研讨 



即解      









=

=+

=+

0),(

0),(),(

0),(),(

yx

yxyxf

yxyxf

yy

xx







 

求出可能的极值点 ),( yx ，在实际问题中往往此点就是所

求的极值点． 

教师讲解案例 2  用铁皮做一个体积为V 的无盖长方体

箱子，问箱子的尺寸为多少时才能使铁皮最省？ 

作业 课后极值练习题 

课后 

体会 

二元函数极值的理论体系与一元函数极值非常相似，知识点也差不多，所以可

以对照一元函数极值来理解 

 

向量及其坐标表示 单元教学设计 

一、教案头 

单元标题： 向量及其坐标表示 单元教学学时 2 

教
学 
目
标 

能力目标 知识目标 素质目标 

1.了解空间直角坐标系的基本概念 

2.掌握空间两点距离公式 

3.理解向量的概念，掌握向量的坐标表示

法，会求单位向量、方向余弦 

4.掌握向量的线性运算 

5. 向量的数量积与向量积的计算方法 

6.掌握两向量平行、垂直的条件 

向量代数的概念及线

性运算、坐标表示； 

向量的数量积与向量

积的概念及计算 

➀深刻思维能力 

➁团结合作能力 

➂语言表达能力 

能
力
训
练
任
务 
及
案
例 

任务 1  向量的概念 

任务 2  线性运算 

任务 3  空间直角坐标系的建立 

任务 4  空间点的坐标 

任务 5  向量的坐标表达式 

任务 6  数量积的概念和计算 

任务 7  向量积的概念和计算 

 

教
学 
材
料 

高等数学  湖南省教科所组编  高等教育出版社 

高等数学及应用  吕同富主编  高等教育出版社 

高等数学应用 205 例  李心灿主编  高等教育出版社 

高等数学（第四版）  同济大学等编  高等教育出版社 



二、教学设计 

步骤 教学内容 
教学

方法 

教学

手段 

学生

活动 

1 

（告

知） 

本单元学习目标：  

向量代数的概念及线性运算、坐标表示 
陈述 板书 识记 

2引入 

引入问题：代数与几何的研究对象 

解析几何的发展和应用 

笛卡尔的简介 

教师

讲解 

 

板书  

3 

新课 

1.向量的概念 

在现实世界中，我们常见到两类量：一类是数量，如温度、

长度、质量等，这类量只有大小，没有方向也称为标量；

还有一类量既有大小也有方向 

如力、速度、加速度等，这类量称为向量或矢量。我们也

常用有向线段来表示向量，以 为起点 为终点的有向线

段所示的向量。 

向量 的大小称为该向量的模。模等于 1 的向量称为单位

向量。与 同向的单位向量记为 ；模等于 的向量称为零

向量，规定零向量的方向为任意方向。 

2.线性运算 

 

3.空间直角坐标系 

4.向量的坐标 

设 1 1 1 1 2 2 2 2( , , ), ( , , )M x y z M x y z ， 

1 2 2 2 2 1 1 1

2 1 2 1 2 1

( ) ( )

( ) ( ) ( )

M M x i y j z k x i y j z k

x x i y y j z z k
 

5.坐标 

6.方向余弦 

1 1

2 2 2

1 2 3

cos
a a

a a a a
 

学生

思考 

教师

提示 

板书 
师 生

研讨 

 

  



2 2

2 2 2

1 2 3

cos
a a

a a a a
 

3 3

2 2 2

1 2 3

cos
a a

a a a a
 

 

4（任

务 6） 

定义：设向量 a与b 之间夹角为 0 ，则称 

cosa b  

为 a与b 的数量积或点积。 

学生解决：已知基本单位向量 , ,i j k 是三个相互垂直单

位向量，求证 

 =  =  = 1i i j j k k  

 =  =  = 0i j j k k i  

归纳运算律： 

交换律：  = a b b a  

分配律：  + =  + ( )a b c a b a c  

结合律：    =  = ( ) ( ) ( )a b a b a b  

坐标表示： 

设 1 2 3a a i a j a k ， 1 2 3b b i b j b k   

则  =a b + +1 1 2 2 3 3a b a b a b  

定理  向量 a与b 正交的充分必要条件是  = 0a b 或 

1 1 2 2 3 3 0a b a b a b  

案例 1  试证向量 1,2,3a 与 3,3, 3b 正交． 

教师

启发

讲解 

 

板书 
师 生

研讨 

5（任

务 7） 

定义：设有两向量 ,a b ，若向量c 满足： 

（1） ； 

（2）c 垂直于 a、b 所决定的平面，它的正方向由右手

学生

思考 

教师

提示 

板书 
师 生

研讨 
( )=  sin ,c a b a b



法则确定，， 

则称向量c 为 a与b 的向量积（或称为叉积），记为 a b，

即 

= c a b  

向量积满足如下运算规律： 

反交换律：  = − a b b a  

左分配律：  + =  + ( )a b c a b a c  

右分配律： +  =  + ( )b c a b a c a  

与 数 因 子 的 结 合 律 与 交 换 律 ：

( )   =  = ( )a b a b a b  

学生验证：  =  =  =, ,i j k j k i k i j  

 =  =  =  = 0i i j j k k a a ． 

行列式可以帮助计算： 

 = 1 2 3

1 2 3

i j k

a b a a a

b b b

 

定理：两个非零向量平行的充分必要条件是  = 0a b 或  

31 2

1 2 3

aa a

b b b
（当 1 2 3, ,b b b 全不为零时） 

案例 2  设 2a i j k ， 3b i k ，求 a b． 

解  = = − + −

−

2 1 1 3 7

1 0 3

i j k

a b i j k  

案例 3  求同时垂直于向量 4,5,3a 和 2,2,1b

的单位向量
0

c ． 

 

课后 

体会 

向量的概念大部分同学在中学已经学过，所以对概念只要简单回顾就好，包括

数量积也是，重点讲解向量积即可。 



 平面及直线方程 单元教学设计 

一、教案头 

单元标题： 平面及直线 单元教学学时 2 

教
学 
目
标 

能力目标 知识目标 素质目标 

1.会求平面的点法式方程、一般式方程 

2.会判断两平面的垂直、平行 

3. 了解直线的一般式方程，会求直线的点

向式方程、参数式方程 

4．会判断两直线平行、垂直 

5．会判断直线与平面的位置关系（垂直、

平行、直线在平面上） 

平面的点法式方程 

平面的一般式方程 

平面的位置关系 

直线的一般式方程 

点向式方程 

参数式方程 

直线的位置关系 

直线与平面的位置关

系 

➀深刻思维能力 

➁团结合作能力 

➂语言表达能力 

能
力
训
练
任
务 
及
案
例 

任务 1 平面的点向式方程 

任务 2 平面的一般式方程 

任务 3 平面的夹角 

案例 1 求由点 1,0,0A ， 0,1,0B ， 0,0,1C 所确定的平面方程． 

案例 2  设一平面过点 1(1,0, 2)M 和 2(1,2,2)M 且与向量 1,1,1a 平行，试求此平面

的方程． 

案例 3  求两平面2 7 0x y z 和 2 11 0x y z 的夹角 ． 

任务 4 直线的一般式方程  

任务 5  点向式方程 

任务 6  参数式方程 

任务 7  方程之间的变换 

任务 8  直线的夹角 

案例 4  求过点 6,6,4M 且垂直于平面 + − + =: 5 3 5 0x y z 的直线方程． 

案例 5  求通过两点 1 1 1 1( , , )M x y z 和 2 2 2 2( , , )M x y z 的直线L的方程． 

案例 6  写出直线L：
− + − =


+ − + =

2 3 7 0

3 3 2 0

x y z

x y z
的点向式方程． 

案例 7  求直线 1

3 2 1
:
4 12 3

x y z
L 和 2

1 2
:
2 1 2

x y z
L 的夹角． 

 



二、教学设计 

步骤 教学内容 
教学

方法 

教学

手段 

学生

活动 

1 

（告

知） 

本单元学习目标：  

平面及直线 
陈述 板书 识记 

2 

（任务

1） 

点向式方程： 

 

 

 

 

 

 

 

 

0 0 0( ) ( ) ( ) 0A x x B y y C z z  

案例 1 求由点 1,0,0A ， 0,1,0B ， 0,0,1C 所确定

的平面方程． 

 

教师

启发

讲解 

 

板书 
师 生

研讨 

3 

任务 2 

一般式方程 

0Ax By Cz D  

案例 2  设一平面过点 1(1,0, 2)M 和 2(1,2,2)M 且与向

量 1,1,1a 平行，试求此平面的方程． 

 

学生

思考 

教师

提示 

板书 
师 生

研讨 

4 

任务 3 

两平面法向量的夹角，称为两平面的夹角．设平面 1 2,

的方程分别为 

1 1 1 1 0Ax B y C z D  

和 2 2 2 2 0A x B y C z D ，它们的夹角为 ， 

学生

思考 

教师

提示 

板书 
师 生

研讨 

z 

 
 

 

 

 

  



( )


= =

+ +
=

+ + + +

1 2
1 1

1 2

1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

cos cos ,
n n

n n
n n

A A B B C C

A B C A B C

 

两平面平行的充要条件为 = = 1 1 1 1

2 2 2 2

A B C D

A B C D
， 

两平面重合的充要条件为 1 1 1 1

2 2 2 2

A B C D

A B C D
． 

案例 3  求两平面2 7 0x y z 和 

2 11 0x y z 的夹角 ． 

 

5任务

4 

一般式方程 





+ + + =

+ + + =

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

: 0

: 0

Ax B y C z D

A x B y C z D
 

教师

启发

讲解 

 

板书 
师 生

研讨 

6 

任务 5 

点向式方程 

 

0 0 0x x y y z z

m n p
 

案例 1  求过点 6,6,4M 且垂直于平面 

 + − + =: 5 3 5 0x y z 的直线方程． 

案例 2  求通过两点 1 1 1 1( , , )M x y z 和 2 2 2 2( , , )M x y z 的

直线L的方程． 

 

学生

思考 

教师

提示 

板书 
师 生

研讨 

 

  

 

z 

 

 

 



7 

任务 6 

参数式方程 

= +


= +


= +

0

0

0

x x mt

y y nt

z z pt

 

学生

思考 

教师

提示 

板书 
师 生

研讨 

8 

任务 7 

案例 3  写出直线L：
− + − =


+ − + =

2 3 7 0

3 3 2 0

x y z

x y z
的点向式方

程． 

   

9 

任务 8 

空间两直线方向向量的夹角称为两直线的夹角． 

设直线 1L 和 2L 的方程分别为 

1 1 1

1 1 1

x x y y z z

m n p
 

和 2 2 2

2 2 2

x x y y z z

m n p
 

( )


= =

+ +
=

+ + + +

1 2
1 1

1 2

1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

cos cos ,
s s

s s
s s

m m n n p p

m n p m n p

 

两直线 1 2,L L 垂直的充要条件为： 

1 2 1 2 1 2 0m m n n p p  

两直线 1 2,L L 平行的充要条件为： 

1 1 1

2 2 2

m n p

m n p
 

案例 4 求直线 1

3 2 1
:
4 12 3

x y z
L 和 

2

1 2
:
2 1 2

x y z
L 的夹角． 

 

   



作业 整理课堂笔记，备考 

课后 

体会 

平面及直线方程的确定主要用到向量平行与垂直的关系，所以掌握向量基础知

识对于建立平面与直线方程非常有帮助 

 



  

 


