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《漫话数学》——数学的魅力 

纪录片《费马大定理》 
主讲:卜宪敏 



读后感：《费马大定理》 
一个困惑了世间智者358年的谜 

从表面上看，这似乎只是一本数学方面的科普著作。但作
者在结构安排上，颇具巧思，以至于在很大程度上写成了
一本数学史的入门读物。因为费马大定理虽然显得很独特，
但它并不是横空出世，总要有它的来龙去脉。为此作者从
古希腊的毕达哥拉斯定理说起，娓娓道来。每一个重要的
概念、每一个阶段性成果，都成为作者讲述数学知识的契
机。书中两条线索相互交织，一条是怀尔斯的成长和工作
进程，一条是与费马大定理有联系的各种数学知识。 
  本书作者作者是剑桥大学的物理学博士，又是媒体从
业人员，因此很能把握读者心理，讲数学知识时总能“见
好就收”，不使读者出现厌倦之感。与此同时，各种用来
吸引读者的花絮却层出不穷。 
  这是一本值得科学爱好者和科普工作者阅读的书。 



业余数学家之王 

 费尔玛(Fermat,1601—1665),法国数
学家，他非常喜欢数学，常常利用业
余时间研究高深的数学问题，结果取
得了很大的成就，被人称為“业余数
学家之王” 

 费马凭借丰富的想像力和深刻的洞察
力，提出一系列重要的数学猜想 



费尔马小猜想  

 1640年，费尔马在研究质数性质时，发现了一个有趣的
现象：  

 当n=1时，22
n
+1=22

1
+1=5； 

 当n=2时，22
n
+1=22

2
+1=17； 

 当n=3时，22
n
+1=22

3
+1=257； 

 当n=4时，22
n
+1=22

4
+1=65537； 

 猜测：只要n是自然数， 22
n
+1一定是质数 

  1732年，欧拉进行了否定  



 如果P是一个质数，那么对于任何自然数n，nP-n一定
能够被P整除 

 这个猜想已证明是正确的，这个猜想被称为“费马小
定理” 

 利用费马小定理，是目前最有效的鉴定质数的方法  

费尔马小猜想  



费尔马大定理 

 1637年前后，费马在《算术》这本书的靠近问题8的页边处
记下这样一个结论（现在的写法）： 

 

 

 同时又写下一个附加的评注：“对于该命题，我确信已发
现一种奇妙的证明，可惜这里的空白太小，写不下”  



Pierre de Fermat 

1601-1665 





Cubem autem in duos cubos, aut quadratoquadratum in duos 
quadratoquadratos, et generaliter nullam in infinitum ultra 
quadratum potestatem in duos eiusdem nominis fas est dividere; 

Cuius rei demonstrationem mirabilem sane detex hanc 
marginis exiguitas non caparet. 

对于该命题，我确信已发现一种奇妙的证明，可惜这里的空白太小，写不
下。 

不可能将一个立方数写成两个立方数之和；或者将一个四次幂与成两个四
次幂之和；或者，一般地，不可能将一个高于2次的幂写成两个同样次幂
的和。 



xn + yn = zn, 
(n > 2) 
无整数解 

（1637年） 

这是真的 
（1994年） 



费马大定理产生的历史性背景  

   费尔马大定理，启源于两千多年前，挑战人类三个多世
纪，多次震惊全世界，耗尽人类最杰出大脑的精力，也让千
千万万业余者痴迷  

古希腊,丢番图《算术》第II卷第八命题： 
   “将一个平方数分为两个平方数” 
   即求方程x2 + y2 = z2 的正整数解  



Pythagoras of Samos 
B. C. 572 – B. C. 497 

毕达哥拉斯定理：在直角三角形中，斜边的平
方等于两直角边的平方之和。x2 + y2 = z2  

万物皆数 



上帝恩赐他生命的1/6为童年；再过生命的1/12，他双颊
长出了胡子；再过1/7后他举行了婚礼；婚后5年他有了
一个儿子。不幸的孩子只活到父亲生命的一半年龄；他
以研究数论寄托自己的哀思，4年之后亦撒手人寰。—丢
番图的墓志铭 
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L = 84 
Diophantus of Alexandria B.C150-A.D.364 

不定方程: 是指末知数个数多于方程个数的代数方程或
代数方程组。  



附加的评注： 
     “我有一个对这个命题的十分美妙的证明，这里
空白太小，写不下。”  

不可能将一个立方数写成两个立方数之和；或者将一
个四次幂与成两个四次幂之和；或者，一般地，不可
能将一个高于2次的幂写成两个同样次幂的和。 

费马猜想及其证明  



（1）为什么费马猜想叫做费马定理呢？ 

     

     因为费马曾经提出过的命题，都已经被证实或否
定，只剩下这一题，未能获证。 

    因为经过三百多年，都没有人能作出反例，所以人
们相信是它是正确的，是一个定理。 

（2）费马提出这命题后三十年才去世，为什么会把这
个命题做“费马最后定理”呢？    

两个问题    



N = 4的证明 

 费马在给朋友的信中，曾经提及他已证明了 n = 4 的
情况。但没有写出详细的证明步骤 

 1674 年，贝西在少量提示下，给出这个情形的证明 

 证明步骤主要使用了“无穷递降法” 



再进一步 

 欧拉1770年提出n=3
的证明 

 

xn + yn = zn ， 当
n=3, 4时无整数解 



Leonhard Euler, 1707-1783 

欧拉的策略： 
证明某结论对于简
单情形成立，再证
明任何使情形复杂
化的操作都将继续
保持该结论的正确
性。 



无穷递降法： 

假设某结论对于某正整数成立，那么，可以求出或构造
出更小的正整数使得该结论对于该更小整数也成
立。……，无限地进行下去，就可得到一个无穷正整数
列，而正整数是有限数，故假设不成立。  

        无穷递降法的精神一直到现在都在用，这就是
高度理论，或称高度有限性理论。  

(X1, Y1, Z1) > (X2, Y2, Z2) > … >(Xk, Yk, Zk) >… 



     若xk + yk = zk  无正整数解， 
则xmk + ymk = zmk 也无正整数解。 

    为证明费马大定理对n 的一切值成立，我们仅仅需要
证明它在n 取素数值时成立。 

     数学家们认为素数是最重要的数，因为它们是数学
中的“原子”。素数是数的建筑材料，因为所有别的数
都可以由若干个素数相乘而得。 



N = 5 的证明 

勒让德 Legendre (1752 - 1833) 

狄利克雷 Dirichlet (1805 - 1859) 

法国人 

1823 年，证明了 n = 5 

德国人 

1828 年，独立证明了 n = 5 

1832 年，解决了 n = 14 的情况 



索非▪热尔曼,法国数学家 
热尔曼素数：使2p + 1 为素

数的那些素数p  
热尔曼定理：当p和2p+1皆为

素数时xp + yp = zp无整数解 
热尔曼初步完成了 n = 5的

证明 

新的方向 

Sophie Germain 
1770-1831 



N = 7 的证明 

拉梅 Gabriel Lamé  

(1795 - 1870) 

法国人 

1839年，证明了n = 7 



3月1日，拉梅宣布他已证明了“费马最后定理”： 

拉梅将x n+y n分解成(x+y)(x+ y)(x+
2y)…(x+n-1y)其中

=cos(2/n)+isin(2/n)，即方程 r n=1的复根 

如果x n+y n=z n ，那么拉梅认为每一个 (x+k y)都会是n次幂乘以一
个单位，从而可导出矛盾 

但是，拉梅的好友刘维尔Liouville指出，拉梅
的证明中有很大的漏洞 

拉梅忽略了“唯一分解定理”的考虑 



同时，柯西（Cauchy）亦宣布他早已取得“费马最
后定理”的初步证明 

3月22日，两人同时向巴黎科学院提出自己的证明。不过，对于“唯一
分解定理”的问题，二人都未能成功地解决。 

5月24日，德国数学家库麦尔发表了一封信，指出“唯一分解定理”的
必要性，亦清楚地显示，拉梅和柯西的方法是行不通的，从而平息了
二人的争论。 



“唯一分解定理” 

 在一般的整数中，每一个合成数都只可能被分解成一
种“质因数连乘式” 

 但在某些“复整数”中，情况未必相同 

 例如： )51)(51(326 

为互不相同的质数

的复数中而在

)51(),51(,3,2

,5



 ba

唯一分解定理”的复整数，并不符合“换句话说，形如 5ba



Ernst Kummer 
1810-1893 

  德国数学家E·库莫尔1847
年他证明了对于小于100的除
了37，59和67这三个所谓非正
则素数以外，费尔玛大定理成
立。为了重建唯一分解定理，
库默尔在1844-1847年间创立
了理想数理论。1857 年，库
麦尔获巴黎科学院颁发奖金三
千法郎 

突破性的进展 



分圆整数及理想数 

 已知n为一质数，假设  = cos(2/n) + i sin(2/n)，即
方程 r n = 1 的复数根，则称下面的数为“分圆整数”： 
a0 + a1  + a2  

2 + …… + an-1 
 n-1，其中 ai 为整数。 

 并非每一个分圆整数集合都满足“唯一分解定理”，但如
果能够加入一个额外的“数”，使该分圆整数集合满足“
唯一分解定理”，则称该数为“理想数” 

 库麦尔发现，当n为一些特殊的质数时，他称之为“正规质
数”， 就可利用“理想数”来证明“费马定理”。 



悬赏十万马克 

德国的沃尔夫斯克勒 Wolfskehl (1856 - 1908) 

订立遗嘱，悬赏十万马克，奖赏在他死后一百年内能证明“费马
最后定理”的人 

在最后时刻挽救自杀  

德国商人，学习医学， 

 1883 年跟库麦尔学习 



David Hilbert, 1862-1943 

 “费马猜想是一只会下金
蛋的鸡”。  

 “证明这种不可能性的尝
试，提供了一个明显的例
子，说明这样一个非常特
殊、似乎不十分重要的问
题会对科学产生怎样令人
鼓舞的影响”。  



无数英雄尽折腰 

 1941年，雷麦证明 

  当n〈 253747887时 ，“费马最后定理”的第一种情况
成立。 

 1977年，瓦格斯塔夫证明 

当 n < 125000 时，“费马最后定理”成立。 

 



无数英雄尽折腰 

 1983年德国数学家G.法尔廷斯证明： 

对于每一个大于2的指数n，方程xn+yn=zn 至多有有限
多个解。 

  赢得1986年的菲尔兹奖 

 1988年，日本数学家宫冈洋一宣布以微分几何的角
度，证明了“费马最后定理”！ 

不过，该证明后来被发现有重大而无法补救的缺陷，
证明不成立！  



Robert Langlands 
1936.10.06 - 

“朗兰兹纲领”，是
美国数学家罗伯
特·朗兰兹在20世纪
70年代提出的。“朗
兰兹纲领”是对数论
领域中重大难题的一
个系统研究计划和纲
领。  



     朗兰兹纲领：寻找所有主要数学课题之间存在着的
统一的连接的环链。 

    在某个数学领域中无法解答的任何问题，可以被转
换成另一个领域中相应的问题，而在那里有一整套新武
器可以用来对付它。如果仍然难以找到解答，那么可以
把问题再转换到另一个数学领域中，继续下去直到它被
解决为止。 



费马大定理的解决 

 费尔玛大定理被彻底征服的途径涉及到这一领域
的所有前人出乎意外，最后的攻坚路线跟费尔玛
本人、欧拉和库莫尔等人的完全不同，他是现代
数学诸多分支(椭圆曲线论、模形式理论、伽罗华
表示理论等等)综合发挥作用的结果。其中最重要
的武器是椭圆曲线和模形式理论。  



椭圆曲线 
 定义：我们称一条亏格数等于 1 的非奇异代数曲线

为“椭圆曲线” 

 简单来说，就是由满足方程  
 y 2 = x 3 + ax + b  
的点所组成的曲线，其中 a、b 为任意的有理数。 

 “椭圆曲线”原本用来研究“椭圆函数”，而椭圆函
数则用于计算椭圆的周长。事实上，椭圆曲线的形状
和椭圆形完全不同。现在“椭圆曲线”已被独立地研
究。 



y 2 = x 3 - x  y 2 = x 3 - 3x + 3 

椭圆曲线 



 不难证明：当直线穿过两个位于椭
圆曲线上的有理点后，该直线必定
与曲线再相交于第三个有理点。 

 由此可知椭圆曲线上的有理点可形成一个“群” 
 由于以上性质可以用来解答很多相关的问题，故此“椭

圆曲线”经常被人研究。 
 例如：应用于“编码理论”和“加密学”上。 

椭圆曲线的性质 



谷山—志村猜想 

谷山 丰 (1927 - 1958) 志村五郎（生于1926） 



 1954 年，志村五郎于东京大学结识谷山丰。 

 之后，就开始了二人对“模形式”的研究。 

 1955 年，谷山开始提出他的惊人猜想。 

 1958 年，谷山突然自杀身亡。 

 其后，志村继续谷山的研究，并提出以下的猜想： 

 谷山—志村猜想 
每一条椭圆曲线，都可以对应一个模形式。 

谷山—志村猜想 



模形式 

“模形式”f 是一个定义在半复平面上（即对于复数 
z，Im z > 0  的集合）并满足下列条件的复变解
析函数： 

 f ((az + b) / (cz + d )) = (cz + d ) k f (z)
，其中 k 为正整数，a、b、c、d 为整数并且ad 
- bc = 1 

 f (z) =  ane
 2inz ，其中 an 为复数，n 为由 

0 至无限大的整数 



 法国数学家，发明“自守函数” 

庞加莱 Poincaré (1854 - 1912) 

 所谓“自守函数”，就是周期函数的推广，而“模
形式”可以理解为在复平面上的某种周期函数 

“模形式”的起源 



 起初，大多数的数学家都不相信“谷山志村猜想” 

 60 年代后期，众多数学家反复地检验该猜想，既未
能证实，亦未能否定它。 

 到了 70 年代，相信“谷山志村猜想”的人越来越
多，甚至以假定“谷山志村猜想”成立的前提下进
行论证。 



“谷山志村猜想”与“费马最
后定理”的关系 

德国数学家弗赖（Gerhand Frey） 

弗赖曲线（ 猜想） 



1984 年秋，弗赖在一次数学会议上，提出以下的观点： 

首先，假设“费马最后定理”不成立 
即发现 A、B、C 和 N，使得 A N + B N = C N 

从此得出“椭圆曲线”（后来称为“弗赖曲线”）： 

         y 2 = x 3 + (A N - B N)x 2 - A NB N x 

弗赖发现这曲线非常特别，特别到不可能对应任何一个
“模形式”！ 

换句话说，弗赖认为：如果“费马最后定理”不成立，
那么“谷山志村猜想”也是错的！ 



费 马 最 后 定 理 

 
弗 赖 曲 线 

 
谷 山 志 村 猜 想 

错 
假如 

错 



费 马 最 后 定 理 

弗 赖 曲 线 

谷 山 志 村 猜 想 

错 
假如 对 

对 

 

 



再换句话说，如果“谷山志村猜想”正确
，那么“费马最后定理”就必定成立！ 

可惜的是弗赖在1984年的证明中出现了错
误，他的结果未获承认。 因此只能称
之为“猜想” 



美国数学家里贝特经过多番
尝试后，终于在 1986 年
的夏天成功地证得以下结
果： 

如果“谷山志村猜想”对每
一个半稳定椭圆曲线都成
立，则费马最后定理成立。 

里贝特 
（Kenneth Ribet） 



     里贝特的工作使得费马大定理不可摆脱地与谷山志村猜想联结在了一
起，如果有人能证明每一个椭圆方程是模形式，那么这就隐含着费马方程无
解，于是立即证明了费马大定理。  

三个半世纪以之后，费马大定理这个孤立的问题，
这个在数学的边缘上使人好奇的而无法解答地谜。
现在，重新回到台前。17世纪的最重要的问题与
20世纪最有意义的问题结合在了一起，一个在历
史上和感情上极为重要的问题与一个可能引起现
代数学革命的猜想联结在了一起。  



怀尔斯 ANDREW WILES 
 英国人，出生于 1953 年 

 10 岁已立志要证明“费马最后
定理” 

 1975 年，开始在剑桥大学进行
研究，专攻椭圆曲线及岩泽理论 

在取得博士学位后，就转到美国
的普林斯顿大学继续研究工作 



秘密计算 

 1986 年，当里贝特提出 猜想后，怀
尔斯就决心要证明“谷山志村猜想” 

 由於不想被别人骚扰，怀尔斯决定秘密地进行此证明 
 经过三年的努力，他开始引入“伽罗瓦表示论”来处理将

“椭圆曲线”的分类问题 



费 马 最 后 定 理 谷山志村猜想 

椭圆曲线可
模 形 化 

伽罗瓦 
表示论 

水平 
岩泽理论 

类数公式 

 

=
 

? 
到了1991年，怀尔斯发觉
无法以「水平岩泽理论」
完成「类数公式」的计算 

在一个数学会议中，他得到了一个新的计算方法。 



费 马 最 后 定 理 谷山志村猜想 

椭圆曲线可
模 形 化 

伽罗瓦 
表示论 

水平 
岩泽理论 

类数公式 

 

=
 

怀尔斯将此方法改造后，成功地解决了有关问题 

 
科利瓦金
弗莱契 



剑桥演讲 

 1993年6月23日，在剑桥大学的牛顿研究所，怀尔斯以
“模形式、椭圆曲线、伽罗瓦表示论”为题，发表了他
对“谷山志村猜想”（即“费马最后定理”）的证明 

演讲非常成功，
“费马最后定理”
已被证实的消息，
很快便传遍世界 



噩梦开始！ 

 演讲会过后，怀尔斯将长达二百多页的证明送给数论专家审
阅 

 起初，只发现稿件中的有些细微的打印错误 

 但是同年 9 月，证明被发现出现了问题，尤其是“科利瓦金
—弗莱契方法”，并未能对所有情况生效！ 

 怀尔斯以为此问题很快便可以修正过来，但结果都失败！ 

 怀尔斯已失败的传闻，不径而走。同年 12 月，怀尔斯发出
了以下的一份电子邮件： 



标题：费马状况 

日期：1993年12月4日 

  对于我在谷山志村猜想和费马最后定理方面的
种种推测，我要作一个简短的说明。在审查过程中
，我们发现了许多问题，其中大部分已经解决，只
剩一个问题仍然存在……。我相信不久后，我就能
用在剑桥演讲中说明的概念解决它。基于尚有许多
工作未能完成，所以目前不适宜发送预印本。……
我将对这工作给出一个详细的说明。 

                                               



再次闭关 

 1994 年 1 月，怀尔斯重新研究他的证明。但到了同年 
9 月，依然没有任何进展。 

其间，不断有数学家要求怀尔斯公开他的计算方法。 
更有人怀疑：既然过去都无法证明“费马最后定理”，

到底现在又能否证实“谷山志村猜想”呢？ 
但在 9 月 19 日的早上，当怀尔斯打算放弃并作最后

一次检视“科利瓦金—弗莱契方法”时，…… 



费 马 最 后 定 理 谷山志村猜想 

椭圆曲线可
模 形 化 

伽罗瓦 
表示论 

水平 
岩泽理论 

类数公式 

 

=
 

 
科利瓦金
弗莱契 

 

经过八年的努力，怀尔斯终于证实了“谷山志村猜
想”和“费马最后定理”！ 

怀尔斯发现，
只要配合使
用“岩泽理
论”，就可
以解决目前
的问题！ 



 1995年5月，怀尔斯长一
百页的证明，在杂志
《数学年鉴》中发表 

最后胜利 



 

 1996年怀尔斯获，美国国
家科学院奖，菲尔兹特别
奖 

 1997年怀尔斯获得沃尔夫
斯克勒10万马克悬赏大奖 





《费马大定理》既是一部惊险小说，也是一部武侠小说，激荡着绝顶高手传诵千古的传奇故事。 

那个数学世界里的江湖是属于年轻人的。少年英雄在这里尽情挥洒他们的天纵其才，库特•哥德尔提

出他的不可判定性定理时，年仅25岁；挪威的阿贝尔在19岁时做出了他对数学的最伟大的贡献，8年

后在贫困交加中去世，法国数学家埃米尔特评价“他留下的思想可供数学家们工作500年”；相较而

言，安德鲁•怀尔斯40岁开始研究费马大定理，别人认为他应该是才思枯竭的岁数了。 

“年轻人应该证明定理，而老年人则应该写书。”英国数学家哈代说，“数学较之别的艺术或科学，

更是年轻人的游戏。”还有哪片领土更适合年轻人来谱写传奇？在英国皇家学会会员中，数学家的

平均当选年龄是最低的。围绕着费马大定理发生的故事，更是超出了最优秀编剧的想像。寻求费马

大定理的证明牵动了这个星球上最有才智的人们，巨额的赏格，自杀性的绝望，黎明前的决斗。 

一部武侠小说 



志村五郎（1930年2月23日－）
是一位日本数学家，出生在静
冈县，毕业于东京大学，也是
普林斯顿大学名誉教授。 

谷山丰（谷山豊，Taniyama Yutaka）
（1927年11月12日—1958年11月17日），
日本数学家。他和志村五郎提出的谷山-
志村猜想是英国数学家安德鲁·怀尔斯最
终解决费马大定理的重要步骤。 

一部武侠小说 



     德国实业家沃尔
夫斯凯尔并不是一个有
天赋的数学家，但一桩
最不可思议的事件将他
与费马大定理永远联系
在一起。 

一部武侠小说 



埃瓦里斯特·伽罗瓦，1811年10月25日生，法国
数学家。现代数学中的分支学科群论的创立者。 

一部武侠小说 



一部武侠小说 



凡物皆数，这就是数学的魔力。
  

一部历史小说 

阿基米德
  

索非·热尔曼
  

高斯  



一部历史小说 

毕达哥拉斯（Pythagoras，约公元
前580～约前500）古希腊数学家、
哲学家。第一个注重“数”的人  



一部历史小说 

将国际象棋棋盘两个对角的白格方
块拿掉，只剩下62个黑白相间的方
块。现在我们取31张多米诺骨牌，
每张骨牌正好可以覆盖2个方块。能
否用这31张骨牌摆放得覆盖住棋盘
上的62个方块？ 

“三人决斗”的问题: 

黑先生、灰先生和白先生要用手枪进
行决斗，每人只能开一枪，轮流射到
只剩下一个人活着为止。黑先生枪法
最差，三次才能击中一次，灰先生次
之，三次中能击中两次，白先生枪法
最好，三发三中。为了公平起见，他
们商定先由黑先生开枪，然后是灰先
生（如果他还活着），再接着是白先
生（如果他还活着）。问题是，黑先
生应该先向什么目标开枪？ 



数学家一丝不苟的严格态度：需要经过确实无疑的证明才能承认某个结论。 

一部教育小说 

索非·热尔曼
  

柯西  

费马   



 1996年，安德鲁•怀尔斯做出了那个改变其生命历

程的决定：证明谷山－志村猜想，进而证明费马大定理。这

一年，我也需要做出影响生命历程的选择：上文科，还是理

科？  

一部励志小说 


