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第4讲 多元函数微积分 
【考纲分析】 
2022专升本考纲-数学1 

（一）多元函数微分学 

1.了解二元函数的概念、几何意义及二元函数的极限与连续概念，会求二元函数的定义域。 

2.理解二元函数偏导数和全微分的概念，了解全微分存在的必要条件和充分条件。掌握二元函数的一阶、

二阶偏导数的求法，会求二元函数的全微分。 

3.掌握复合函数一阶偏导数的求法 

4.掌握由方程F(x,y,z)=0所确定的隐函数z=z(x,y)的一阶偏导数的计算方法。 

5.会求二元函数的无条件极值。 

（二）二重积分 

1.理解二重积分的概念、性质及其几何意义。 

2.掌握二重积分在直角坐标系及极坐标系下的计算方法。 
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1.了解二元函数的概念、几何意义及二元函数的极限与连续概念。 

2.了解偏导数、全微分的概念，会求二元函数的一、二阶偏导数。会求二元函数的全微分。 

3.掌握复合函数一阶偏导数的求法。 

4.掌握由方程F(x,y,z)=0所确定的隐函数z=z(x,y)的一阶偏导数的计算方法。 

5.会求二元函数的无条件极值。 

（二）二重积分 

1.理解二重积分的概念、性质及其几何意义。 

2.掌握二重积分在直角坐标系下的计算方法。 

一、基本知识点总结 
（一）多元函数微分学 

1.二元函数：z = f(x, y) 
注：1）一元函数的定义域是数轴上的点的集合（区间）,二元函数的定义域是平面上点的集合（区域）； 

2）一元函数的图形是平面上的曲线，而二元函数的图形一般是空间中的曲面。 

二元函数的极限： lim
x→x0
y→y0

f(x, y) = A或 lim
(x,y)→(x0 ,y0)

f(x, y)=A 

二元函数的连续：若 lim
x→x0
y→y0

f(x, y) = f(x0, y0)  

则z = f (x, y)在点(𝒙𝟎, 𝒚𝟎)连续。 

2. 偏导数 

  设函数z = f (x, y)在点P(x0, y0)的某一领域D内有定义，当固定y=𝒚𝟎,而x在x0处有增量∆x时，若 𝐥𝐢𝐦
∆𝒙→𝟎

∆𝒙𝒛

∆𝒙
存

在，则称此极限值为z = f (x, y)在点(𝒙𝟎, 𝒚𝟎)处队x的偏导数，记作𝒇′𝒙 (𝒙𝟎, 𝒚𝟎), 𝒛′𝒙|𝒙=𝒙𝟎
𝒚=𝒚𝟎

, 
𝝏𝒇

𝝏𝒙
|𝒙=𝒙𝟎
𝒚=𝒚𝟎

或
𝝏𝒛

𝝏𝒙
|𝒙=𝒙𝟎

𝒚=𝒚𝟎

。即：𝒇′𝒙 (𝒙𝟎, 𝒚𝟎)= 𝐥𝐢𝐦
∆𝒙→𝟎

∆𝒙𝒛

∆𝒙
= 𝐥𝐢𝐦

∆𝒙→𝟎

𝒇(𝒙𝟎 +∆𝒙,𝒚𝟎)−𝒇(𝒙𝟎,𝒚𝟎)

∆𝒙
 

同理𝒇′𝒚 (𝒙𝟎, 𝒚𝟎)= 𝐥𝐢𝐦
∆𝒚→𝟎

∆𝒚𝒛

∆𝒚
= 𝐥𝐢𝐦

∆𝒚→𝟎

𝒇(𝒙𝟎 ,𝒚𝟎+∆𝒙)−𝒇(𝒙𝟎,𝒚𝟎)

∆𝒚
 

偏导函数： 
𝝏𝒛

𝝏𝒙
= 𝐥𝐢𝐦

∆𝒙→𝟎

𝒇(𝒙+∆𝒙,𝒚)−𝒇(𝒙,𝒚)

∆𝒙
,视y为常量，对x求导 

𝝏𝒛

𝝏𝒚
= 𝐥𝐢𝐦

∆𝒙→𝟎

𝒇(𝒙,𝒚+∆𝒚)−𝒇(𝒙,𝒚)

∆𝒚
,视x为常量，对y求导 

总结：二元函数求偏导，是将二个变量中的一个固定不动，求另一个变量的“导数”，这时的二元函数实

际上可视为一元函数，因此在求导时可利用一元函数的求导公式、法则去求解。 

3. 高阶偏导 
𝝏

𝝏𝒙
(

𝝏𝒛

𝝏𝒙
)=

𝝏𝟐𝒛

𝝏𝒙𝟐=𝒇′′𝒙𝒙(𝒙, 𝒚)；
𝝏

𝝏𝒚
(

𝝏𝒛

𝝏𝒙
)=

𝝏𝟐𝒛

𝝏𝒙𝝏𝒚
=𝒇′′𝒙𝒚(𝒙, 𝒚)；

𝝏

𝝏𝒙
(

𝝏𝒛

𝝏𝒚
)=

𝝏𝟐𝒛

𝝏𝒚𝝏𝒙
=𝒇′′𝒚𝒙(𝒙, 𝒚)；

𝝏

𝝏𝒚
(

𝝏𝒛

𝝏𝒚
)=

𝝏𝟐𝒛

𝝏𝒚𝟐=𝒇′′𝒚𝒚(𝒙, 𝒚)。 
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注：两个二阶混合偏导连续时值相等。 

4. 全微分：dz=
𝝏𝒛

𝝏𝒙
𝒅𝒙 +

𝝏𝒛

𝝏𝒚
𝒅𝒚 

5.多元复合函数求偏导法 

——链式法则：“同链相乘，异链相加” 

(1) 若函数z=f(u, v), u=𝜑(x, y), v=𝜓(x, y) 

则偏导数：
𝝏𝒛

𝝏𝒙
=

𝝏𝒛

𝝏𝒖

𝝏𝒖

𝝏𝒙
+

𝝏𝒛

𝝏𝒗

𝝏𝒗

𝝏𝒙
; 

𝝏𝒛

𝝏𝒚
=

𝝏𝒛

𝝏𝒖

𝝏𝒖

𝝏𝒚
+

𝝏𝒛

𝝏𝒗

𝝏𝒗

𝝏𝒚
 

(2) 若函数z=f(u, v), u=𝝋(𝒙), v=𝝍(𝒙) 

则全导数：
𝒅𝒛

𝒅𝒙
=

𝝏𝒛

𝝏𝒖

𝒅𝒖

𝒅𝒙
+

𝝏𝒛

𝝏𝒗

𝒅𝒗

𝒅𝒙
 

(3) 若函数z=f(u, 𝒙, 𝒚), u=𝜑(x, y), 

则偏导数：
𝝏𝒛

𝝏𝒚
=

𝝏𝒇

𝝏𝒚
+

𝝏𝒛

𝝏𝒖

𝝏𝒖

𝝏𝒚
; 

𝝏𝒛

𝝏𝒙
=

𝝏𝒇

𝝏𝒙
+

𝝏𝒛

𝝏𝒖

𝝏𝒖

𝝏𝒙
 

注：
𝜕𝑧

𝜕𝑥
是在最终二元复合函数z=f[𝜑(x, y), x, y]中视y为常量，对x求偏导。在此处键入公式。 

𝜕f

𝜕𝑥
是在最终三元复合函数z=f(u, x, y)(外函数)中视u,y为常量，对x求偏导。 

6．隐函数求偏导： 

由F(𝒙, 𝒚, z) = 0，二元隐函数z=z(𝒙, 𝒚)的偏导数公式： 

         
𝝏𝒛

𝝏𝒙
= −

𝑭′𝒙

𝑭′𝒛
; 

𝝏𝒛

𝝏𝒚
= −

𝑭′𝒚

𝑭′𝒛
 

7.二元函数无条件极值 

定理 1（极值的必要条件）：设函数处𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦)在点𝑷𝟎(𝒙𝟎, 𝒚𝟎)处偏导数存在，并取得极值，则有

{
𝒇′𝒙 (𝒙𝟎, 𝒚𝟎) = 0

𝒇′y (𝒙𝟎, 𝒚𝟎) = 0
 

定理 2（极值的充分条件）：设函数 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦)在点𝑷𝟎(𝒙𝟎, 𝒚𝟎)的某邻域内有一阶、二 阶 连 续 偏 导 数 

， 且𝒇′
𝒙

(𝒙𝟎, 𝒚𝟎) = 0 ，𝒇′
y

(𝒙𝟎, 𝒚𝟎) = 0， 记A = 𝒇′′
xx

(𝒙𝟎, 𝒚𝟎), B = 𝒇′′
xy

(𝒙𝟎, 𝒚𝟎), C = 𝒇′′
yy

(𝒙𝟎, 𝒚𝟎),则 

（1） 当B2 − 𝐴𝐶 < 0时，有极值，{
     𝐴 < 0时有极大值𝑓 (𝒙𝟎, 𝒚𝟎)；

𝐴 > 0时有极大值𝑓 (𝒙𝟎, 𝒚𝟎)
 

（2） 当B2 − 𝐴𝐶 > 0时，无极值； 

（3） 当B2 − 𝐴𝐶 = 0时，函数𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦)可能有极值也可能无极值 

（二）二重积分 

1. 二重积分定义式： 

∬ f(x, y)d𝜎 = lim
𝜆→0

∑ f(𝜉i, 𝜂i)∆𝜎i

n

i=1D

 

几何意义： 

(1)当被积函数𝑓(𝑥, 𝑦) ≥ 0时，∬ 𝒇(𝒙, 𝒚)𝒅𝝈
𝑫

表示曲顶柱体的体积； 

(2)当被积函数𝑓(𝑥, 𝑦) ≤ 0时，∬ 𝒇(𝒙, 𝒚)𝒅𝝈
𝑫

表示曲顶柱体的体积的负值；  

(3)当被积函数𝑓(𝑥, 𝑦)在区域内有正有负时，这时∬ 𝒇(𝒙, 𝒚)𝒅𝝈
𝑫

的值就等于xoy 坐标面上方和下方曲顶柱

体体积的代数和。  

2. 二重积分性质（与定积分相似） 

性质1：∬ 𝒌𝒇(𝒙, 𝒚)𝒅𝝈 = 𝒌 ∬ 𝒇(𝒙, 𝒚)𝒅𝝈

𝑫𝑫

 

性质2：∬[𝒇(𝒙, 𝒚) ± 𝒈(𝒙, 𝒚)]𝒅𝝈 = ∬ 𝒇(𝒙, 𝒚)𝒅𝝈

𝑫

± ∬ 𝒈(𝒙, 𝒚)𝒅𝝈

𝑫𝑫

 

性质3： ∬ 𝒇(𝒙, 𝒚)𝒅𝝈 = ∬ 𝒇(𝒙, 𝒚)𝒅𝝈

𝑫1

+ ∬ 𝑓(𝒙, 𝒚)𝒅𝝈

𝑫2𝑫=D1+D2
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性质4：若在领域𝐷上𝒇(𝒙, 𝒚) = 𝟏，则𝝈 = ∬ 𝒅𝝈（σ为区域D的面积）

𝑫

 

3. 二重积分的计算 

（1）直角坐标系 𝒅𝝈 = 𝒅𝒙𝒅𝒚 

D:{
𝒂 ≤ 𝒙 ≤ 𝒃

𝝋𝟏(𝒙) ≤ 𝒚 ≤ 𝝋𝟐(𝒙)                       

∬ 𝒇(𝒙, 𝒚)𝒅𝒙𝒅𝒚 = ∫ 𝒅𝒙 ∫ 𝒇(𝒙, 𝒚)𝒅𝒚
𝝋𝟐(𝒙)

𝝋𝟏(𝒙)

𝒃

𝒂
𝑫

 

D:{
𝒄 ≤ 𝒚 ≤ 𝒅

𝝍𝟏(𝒚) ≤ 𝒚 ≤ 𝝍(𝒚)
                                   

∬ 𝒇(𝒙, 𝒚)𝒅𝒙𝒅𝒚 = ∫ 𝒅𝒚 ∫ 𝒇(𝒙, 𝒚)𝒅𝒙
𝝍𝟐(𝒙)

𝝍𝟏(𝒙)

𝒅

𝒄
𝑫

 

特别地，若D为矩形区域{
𝒂 ≤ 𝒙 ≤ 𝒃
𝒄 ≤ 𝒚 ≤ 𝒅

 

∬ 𝒇(𝒙)𝒈(𝒙)𝒅𝒙𝒅𝒚 = ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 ∫ 𝒈(𝒚)𝒅𝒚
𝒅

𝒄

𝒃

𝒂
𝑫

 

    
二、常考的题型解析 
（一）求二元函数的定义域 

例题 笔记 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（二）求一阶偏导数 
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(三) 求高阶偏导数 

例题 笔记 
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（四）多元复合函数微分法 

例题 笔记 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

（五）隐函数的微分法 

例题 笔记 
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（六）无条件极值的求法 
例题 笔记 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（七）二重积分的计算 
 例题 笔记 

1.

直

角

坐

标 
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2. 

极

坐

标 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.

交

换

积

分

顺
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