
第（1）次课 授课时间（ ）

教学章节 第一章第一、二、三节 学时 2学时

教材和
参考书 1.《线性代数》同济大学编

1.教学目的：熟练掌握 2 阶,3 阶行列式的计算；

掌握逆序数的定义, 并会计算；

掌握n阶行列式的定义；

2.教学重点：逆序数的计算；

3.教学难点：逆序数的计算.

1.教学内容：二、三阶行列式的定义；全排列及其逆序数；阶行列式的定义

2.时间安排：2 学时；

3.教学方法：讲授与讨论相结合；

4.教学手段：黑板讲解与多媒体演示.



基本内容 备注

第一节 二、三阶行列式的定义

一、二阶行列式的定义

从二元方程组的解的公式,引出二阶行列式的概念。

设二元线性方程组







2222221

1212111

bxaxa
bxaxa

用消元法,当 021122211  aaaa 时,解得

21122211

121211
2

21122211

212122
1 ,
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x
aaaa
baba

x









令 21122211
2221

1211 aaaa
aa
aa

 ,称为二阶行列式 ,则

如果将D中第一列的元素 11a , 21a 换成常数项 1b , 2b ,则可得到

另一个行列式,用字母 1D 表示,于是有

222

121
1 ab

ab
D 

按二阶行列式的定义,它等于两项的代数和： 212221 abab  ,这就是公

式（2）中 1x 的表达式的分子。同理将D中第二列的元素 a 12,a 22 换

成常数项 b1,b2 ,可得到另一个行列式,用字母 2D 表示,于是有

212

111
2 ba

ba
D 

按二阶行列式的定义,它等于两项的代数和： 121211 baba  ,这就是公

式（2）中 2x 的表达式的分子。

于是二元方程组的解的公式又可写为








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其中

例 1.解线性方程组 .
12

1223

21

21













xx

xx

同样,在解三元一次方程组














3333232131

2323222121

1313212111

bxaxaxa
bxaxaxa
bxaxaxa

时,要用到

“三阶行列式”,这里可采用如下的定义.

二、三阶行列式的定义

设三元线性方程组














3333232131

2323222121

1313212111

bxaxaxa
bxaxaxa
bxaxaxa

用消元法解得

定义 设有 9个数排成 3 行 3列的数表

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

记

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

D  322113312312332211 aaaaaaaaa  332112322311312213 aaaaaaaaa  ,

称为三阶行列式,则

三阶行列式所表示的 6项的代数和,也用对角线法则来记忆：

从左上角到右下角三个元素相乘取正号,从右上角到左下角三个



元素取负号,即

例 2. 计算三阶行列式

243
122
421





D .(-14)

例 3. 求解方程 0
94
32

111

2


x
x （ 32  xx 或 ）

例 4. 解线性方程组 .
5573
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22













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解 先计算系数行列式
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


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再计算 321 ,, DDD
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
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3 

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得
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D
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312 

D
Dy ,
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53 

D
Dz

第二节 全排列及其逆序数

引例：用 1、2、3三个数字,可以组成多少个没有重复的三位

数？

一、全排列

把 n个不同的元素排成一列,叫做这 n个元素的全排列（简称



排列）.

可将n个不同元素按 n~1 进行编号,则 n个不同元素的全排列

可看成这 n个自然数的全排列.

n个不同元素的全排列共有 !n 种.

二、逆序及逆序数

逆序的定义：取一个排列为标准排列,其它排列中某两个元素

的次序与标准排列中这两个元素的次序相反时,则称有一个逆序.

通常取从小到大的排列为标准排列,即 n~1 的全排列中取

nn )1(123  为标准排列.

逆序数的定义：一个排列中所有逆序数的总数称为这个排列

的逆序数.

逆序数为偶数的排列称为偶排列,逆序数为奇数的排列称为

奇排列,标准排列规定为偶排列.

例 1: 讨论 3,2,1 的全排列.

全排列 123 231 312 132 213 321

逆序数 0 2 2 1 1 3

奇偶性 偶 奇

逆序数的计算：设 nppp 21 为 nn )1(123  的一个全排列,则其

逆序数为 



n

i
in ttttt

1
21  .

其中 it 为排在 ip 前,且比 ip 大的数的个数.

例 2：求排列54321的逆序数.



解： 



n

i
ittttttt

1
5432 .10,4,3,2,1,0

(对于逆序数的计算介绍另一种算法)

第三节 n阶行列式的定义

下面可用全排列的方式改写二阶,三阶行列式.

二阶行列式 21122211
2221

1211 aaaa
aa
aa



21 2121122211
2221

1211 )1( pp
t aaaaaa

aa
aa

 .

其中：① 21 pp 是 2,1 的全排列,② t是 21 pp 的逆序数,③是对

所有 2,1 的全排列求和.

三阶行列式

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

D  322113312312332211 aaaaaaaaa 

332112322311312213 aaaaaaaaa 

其中:① 321 ppp 是 3,2,1 的全排列,② t是 321 ppp 的逆序数,③是

对所有 3,2,1 的全排列求和.

.)1( '321

333231

232221

131211

21 nppp
t aaa

aaa
aaa
aaa



其中:① nppp 21 是 n,,2,1  的全排列,② t是 nppp 21 的逆序

数, ③是对所有 n,,2,1  的全排列求和.



例 1.计算对角行列式: )24(

0004
0030
0200
1000

例 2.证明对角行列式（其对角线上的元素是 i ,未写出的元素

都为 0）
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证明: 按定义式
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例 3.证明下三角行列式

nn

nnnn

aaa

aaa

aa
a

D 


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2221

11 0

 .

证明:按定义式得

nnnn aaa

aa
a

aD



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0



nnnn aaa

a
a

aa


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43

33

2211

0

 nnaaa  2211 .

以上,n阶行列式的定义式,是利用行列式的第一行元素来定义行



列式的,这个式子通常称为行列式按第一行元素的展开式.



回顾和小结

小结：

1. 二三阶行列式的定义；

2. 全排列及其逆序数；

3. n阶行列式的定义。

复习思考题或作业题

思考题：

1.计算三阶行列式

654
987
321





D

2.求排列54321的逆序数.

作业题：

习题一：第 1（1,3）、2（2,4,6）

实施情况及分析

1.通过学习学员理解了二、三阶行列式和全排

列及的定义概念,会计算二、三阶行列式；

2.对其逆序数等方面的应用有待加强.





第（ 2 ）次课 授课时间（ ）

教学章节 第一章第四、五节 学时 2学时

教材和
参考书 《线性代数》(第 4版)同济大学编

1. 教学目的：掌握对换的概念；掌握阶行列式的性质，会利用阶行列式

的性质计算阶行列式的值；

2. 教学重点：行列式的性质；

3. 教学难点：行列式的性质.

1. 教学内容：对换；行列式的性质；

2. 时间安排：2学时；

3. 教学方法：讲授与讨论相结合；

4. 教学手段：黑板讲解与多媒体演示.



基本内容 备注

第四节 对换

对换的定义：在排列中,将任意两个元素对调,其余元素不动,

这种作出新排列的手续叫做对换．

将相邻两个元素对调,叫做相邻对换．

例： bbbaaa l  11 —— bbabaa l  11 .

定理 1 一个排列中的任意两个元素对换,排列改变奇偶

性.

推论

奇排列调成标准排列的对换次数为奇数,

偶排列调成标准排列的对换次数为偶数.

证明 ： 由定理 1知对换的次数就是排列奇偶性的

变化次数,而标准排列是偶排列(逆序数为 0),因此知推论成立

定理 2 ：n阶行列式为：

.)1( 21
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
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其中 t为 nppp 21 的逆序数.

（以 4阶行列式为例,对证明过程作以说明）

（补充）定理 3 n阶行列式也可定义为

.)1(
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nqpqpqp
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n
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
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




其中 nppp 21 和 nqqq 21 是两个n级排列, t为行标排列逆序

数与列标排列逆序数的和.

练习：试判断 655642312314 aaaaaa 和 662551144332 aaaaaa 是否都是六

阶行列式中的项.

第五节 行列式的性质

转置行列式的定义

记

nnnn

n

n

aaa

aaa
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




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22221

12111

 TD =

nnnn
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




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22212

12111

(D)

行列式 TD 称为行列式D的转置行列式（依次将行换成列）

一、n阶行列式的性质

性质 1： 行列式与它的转置行列式相等.

由此知，行与列具有同等地位.关于行的性质，对列也同样成

立，反之亦然.



如:
dc
ba

D 
db
ca

DT 

以 r i表示第 i 行， jc 表示第 j 列.交换 ji, 两行记为 i jr r ,交

换 i,j 两列记

作 i jc c .

性质 2： 行列式互换两行（列），行列式变号.

推论： 行列式有两行（列）相同，则此行列式为零.

性质 3： 行列式的某一行（列）的所有元素乘以数 k ,等于

用数 k乘以该行列式.

推论： 行列式的某一行（列）所有元素的公因子可以

提到行列式符号外.

性质 4： 行列式中有两行（列）的元素对应成比例，则此

行列式为零.

性质 5： 若行列式中某一行（列）的元素都是两数之和，

则此行列式等于两个行列式之和.

即若
 

  nnnininn

nii

nii

aaaaa

aaaaa
aaaaa

D














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2222221

1111211 )(

则

nnninn

ni

ni

aaaa

aaaa
aaaa

D







21

222221

111211

 +

nnninn

ni

ni

aaaa

aaaa
aaaa












21

222221

111211

.

性质 6： 把行列式某一行（列）的元素乘以数 k再加到另

一行（列）上，则该行列式不变.



二、n阶行列式的计算：

例 1. 计算

2164
7295
4173
2152







D .

解：

2164
7295
4173
2152







D
31 cc 



2461
7592
4371
2251








12

14
13 2

rr

rr
rr







0210
3110
6120
2251








42

43

2rr

rr






0210
3300
6300
2251






42 rr 

 9

3000
0300
0210
2251





.

例 2.

abbb
babb
bbab
bbba

D 
4321 rrrr 



abbb
babb
bbab
babababa 3333 

ba
r

3
1

1 


  

abbb
babb
bbab

ba

1111

3
1

4,3,2

brr

i

i


  

ba
ba

ba
ba







000
000
000
1111

3

))(3( baba  .

(推广至n阶，总结一般方法)

例 3. 证明：

222222

111111

prrqqp
prrqqp
prrqqp





222

1112
rqp
rqp
rqp

 .

证明： 左端

22222

111115
prrqp
prrqp
prrqp






第一列

性质

22222

11111

prrqq
prrqq
prrqq







2222

1111

rrqp
rrqp
rrqp







2222

1111

prrq
prrq
prrq







222

111

rqp
rqp
rqp



222

111

prq
prq
prq





222

1112
rqp
rqp
rqp

 .

例 4. 计算 n2 阶行列式.

nbcad

dc
dc

dc
ba

ba
ba

D )( 





(利用递推法计算)

例 5.

nnn

n

nkn

k

kkk

k

bb

bb

cc

cc
aa

aa

D















1

111

1

111

1

111

0

 ，

,)det(

1

111

1

kkk

k

ij

aa

aa
aD





 .)det(

1

111

2

nnn

n

ij

bb

bb
bD







证明： 21DDD  .



回顾和小结

小结：

对换和n阶行列式的性质与计算

1. 对换的定义及两个定理;

2. n阶行列式的性质与计算；

复习思考题或作业题

思考题：

1.把排列 54132 作一次对换变为 24135,问相当

于作几次相邻对换？把排列 12345 作偶数次对

换后得到的新排列是奇排列还是偶排列？

2.计算：

0
0

0
0

aba
aab
baa
aba

D 
.

作业题：

习题一：第 3，4（2，4）,5(2,4,5)



实施情况及分析

1.通过学习学员掌握了 n阶行列式的定义和对

换的概念；

2.对利用 n阶行列式的定义和对换等方面的应

用有待加强.



第（ 3 ）次课 授课时间（ ）

教学章节 第一章第六节 学时 2 学时

教材和
参考书 1.《线性代数》(第 4 版)同济大学编；

1. 教学目的：了解余子式和代数余子式的概念；掌握行列式按行（列）展开；

2. 教学重点：行列式按行（列）展开；

3. 教学难点：行列式按行（列）展开.



1. 教学内容：行列式按行（列）展开；

2. 时间安排：2学时；

3. 教学方法：讲授与讨论相结合；

4. 教学手段：黑板讲解与多媒体演示.

基本内容 备注



第六节 行列式按行（列）展开

定义 在 n阶行列式中，把元素 ija 所处的第 i行、第 j列划去，

剩下的元素按原排列构成的 1n 阶行列式，称为 ija 的余子式，记为

ijM ；而 ij
ji

ij MA  )1( 称为 ija 的代数余子式.

引理 如果n阶行列式中的第 i行除 ija 外其余元素均为零，即：

nnnjn

ij

nj

aaa

a

aaa

D









1

1111

00
.

则： ijij AaD  .

证 先证简单情形：

nnnn

n

aaa

aaa
a

D







21

22221

11 00



再证一般情形：

定理 行列式等于它的任意一行（列）的各元素与对应的代

数余子式乘积之和，即

按行：  jiAaAaAa jninjiji  02211 

按列：  jiAaAaAa njnijiji  02211 

证：

（此定理称为行列式按行（列）展开定理）



nnnn

inii

n

aaa

aaa

aaa

D








21

21

11211

000000 

nnnn

in

n

nnnn

i

n

nnnn

i

n

aaa

a

aaa

aaa

a

aaa

aaa

a

aaa



























21

11211

21

2

11211

21

1

11211

000000 

).,2,1(2211 niAaAaAa ininiiii  

例 1 ：

3351
1102
4315

2113







D .

解:

例 2:

21
12

21
12







 


nD

解:

21
12

21
12







 


nD

21
12

21
1001

21












 nrr



1 nDn .

从而解得 1 nDn .

例 3．证明范德蒙行列式

11
2

1
1

22
2

2
1

21

111





n
n

nn

n

n

n

xxx

xxx
xxx

D








 
1

i j
n i j

x x
  

  .

其中，记号“ ”表示全体同类因子的乘积.

证 用归纳法

因为  12
21

2

11
xx

xx
D  

2 1
i j

i j

x x
  



所以，当 2n n=2 时，（4）式成立.

现设（4）式对 1n 时成立，要证对n时也成立.为此，设法把 nD

降阶；从第n行开始，后行减去前行的 1x 倍，有

     

     

2 1 3 1 1

2 2 1 3 3 1 1

2 2 2
2 2 1 3 3 1 1

1 1 11
0
0
0
0

n

n nn

n n n
n n

x x x x x x
x x x x x x x x xD

x x x x x x x x x  

  
  

  





   


（按第一列展开，并提出因子 1xxi  ）

    
22

3
2

2

32
11312

111





n
n

nn

n
n

xxx

xxx
xxxxxx







  1n 阶范德蒙行列式

由假设

        2 1 3 1 1
2

n i j
n i j

x x x x x x x x
  

    =  
1

i j
n i j

x x
  



定理的推论 行列式一行（列）的各元素与另一行（列）对

应 各 元 素 的 代 数 余 子 式 乘 积 之 和 为 零 ， 即



 jiAaAaAa jninjiji  02211 

按列：  jiAaAaAa njnijiji  02211 

结合定理及推论，得

,
1

ij

n

k
jkki DAa 



,
1

ij

n

k
kjki

DAa 


，其中 .
)(0
)(,1









ji
ji

ij

例 4. 计算行列式

05320
04140
01320
25271
02135






D 的值。



回顾和小结

小结：

行列式按行（列）展开。

1. 余子式和代数余子式的概念;

2. 行列式按行（列）展开;

复习思考题或作业题

思考题：设: ,

001

0301
0021

321

n

n

D n










求第一行各元素的代数余子式之和

作业题：

习题一:第 7（2，3，5，6）

实施情况及分析

1.通过学习学员理解了余子式和代数余子式

的概念，掌握行列式按行（列）展开；

2.对利用行列式按行（列）展开的方法计算行

列式等方面的应用有待加强.



第（ 4 ）次课 授课时间（ ）

教学章节 第一章第七节 学时 2学时

教材和
参考书 《线性代数》(第 4版)同济大学编

1.教学目的：了解克拉默法则的内容,了解克拉默法则的证明,会利用克拉默法

则求解含有个未知数个方程的线性方程组的解；

2. 教学重点：克拉默法则的应用；

3. 教学难点：克拉默法则的应用.

1. 教学内容：克拉默法则；

2. 时间安排：2 学时；

3. 教学方法：讲授与讨论相结合；

4.教学手段：黑板讲解与多媒体演示.



基本内容 备注

第七节 克拉默法则

含有n个未知数 nxxx ,...,, 21 的n个方程的线性方程组

















nnnnnn

n

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa







2211

222222121

11212111

（1）

与二、三元线性方程组相类似 ,它的解可以用n阶行列式表示.

定理 1（Cramer 法则）如果线性方程组(1)的系数行列式不等于

零 ,即

nnn

n

aa

aa
D






1

111

 0 ,

则方程组(1)有且仅有一组解：

D
Dx 1

1  ,
D
Dx 2

2  ,… ,
D
Dx n

n  (2)

其中  njD j ,...,2,1 是把系数行列式D中的第 j列的元素用方程组右端

的常数列代替 ,而其余列不变所得到的n阶行列式

nnjnnjnn

njj

njj

j

aabaa

aabaa
aabaa

D







1,1,1

21,221,221

11,111,111








.

(证明在第二章)

当 nbbb ,...,, 21 全为零时,即

















0

0
0

2211

22222121

1212111

nnnnn

n

nn

xaxaxa

xaxaxa
xaxaxa









称之为齐次线性方程组.显然 ,齐次线性方程组必定有解

( 0,...,0,0 21  nxxx ）.

根据克拉默法则,有

1．齐次线性方程组的系数行列式 0D 时 ,则它只有零解（没

有非零解）

2．反之,齐次线性方程组有非零解 ,则它的系数行列式 0D .

例 1．求解线性方程组

















0674
522

963
852

4321

432

421

4321

xxxx
xxx
xxx
xxxx

解:系数行列式

0102
2120
6031

1512







D 027
27

33







同样可以计算

81

6740
2125
6039

1518

1 







D
,

108

6701
2150
6091

1582

2 







D
,

27

6041
2520
6931

1812

3 



D , ,27

0741
5120

9031
8512

4 







D

所以 31
1 

D
Dx , 42

2 
D
Dx , 13

3 
D
D

x , 14
4 

D
Dx .

注意：

1. 克莱姆法则的条件：n个未知数 ,n个方程 ,且 0D

2. 用克莱姆法则求解方程组运算量大一般不采用它求解方程



组。

3. 克莱姆法则具有重要的理论意义。

4. 克莱姆法则说明线性方程组的解与它的系数、常数项之间的

依存关系.

例 2. 用克拉默法则解方程组

















.6523
,611

,443
,3253

4321

4321

42

4321

xxxx
xxxx

xx
xxxx

例 3. 已知齐次线性方程组













0)4(       2         
0          )6(2         
022           )5(

zx
yx

zyx






有非零解 ,问应取何值？

解 系数行列式

)8)(2)(5(  D

由： 0D ,得 .852   、、



回顾和小结

小结：

克拉默法则.

1.内容;

2.应用.

复习思考题或作业题

思考题：当线性方程组的系数行列式为零时,能否

用克拉默法则解方程组?为什么?此时方程组的解

为何?

作业题：

习题一第 8（2）、9（2 ,4）

实施情况及分析

1.通过学习学员理解了解克拉默法则的内

容 ,了解克拉默法则的证明 ,会利用克拉默法

则求解含有 n个未知数 n个方程的线性方程组的

解；

2.对利用克拉默法则等方面的应用有待加强.





第（5）次课 授课时间（ ）

教学章节 第二章第一、二节 学时 2 学时

教材

和参考书

1.《线性代数》(第四版)同济大学编；2. 同济大学 胡一鸣编《线

性代数辅导及习题精解》;3.孙建东等编《线性代数知识点与典型

例题解析》。

1.教学目的：了解矩阵的概念；掌握矩阵的运算；

2.教学重点：矩阵的概念和矩阵的运算；

3.教学难点：矩阵的概念和矩阵的运算。

1.教学内容：矩阵；矩阵的运算；

2.时间安排：2 学时；

3.教学方法：讲授与讨论相结合；

4.教学手段：黑板讲解与多媒体演示。



基本内容 备注

第一节 矩阵

一、矩阵的定义

称m行、n列的数表

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa







21

22221

11211

为 nm 矩阵，或简称为矩阵；表示为





















mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A







21

22221

11211

或简记为 nmijaA  )( ,或 )( ijaA  或 nmA  ；其中 ija 表示 A中第 i行，第 j列

的元素。

其中行列式

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa







21

22221

11211

D  为按行列式的运算规则所得到

的一个数；而 nm 矩阵是 nm 个数的整体,不对这些数作运算。

例如，公司的统计报表,学生成绩登记表等,都可写出相应的矩

阵。

设 nmijaA  )( ， nmijbB  )( 都是 nm 矩阵，当

则称矩阵 A与B相等,记成 BA  。



二、特殊形式

n阶方阵： nn 矩阵

行矩阵 ： n1 矩阵（以后又可叫做行向量），记为

),,,( ,21 naaaA 

列矩阵 ： 1m 矩阵（以后又可叫做列向量），记为





















mb

b
b

B

2

1

零矩阵 ：所有元素为0的矩阵,记为O

对角阵 ：对角线元素为 n ,...,, 21 ,其余元素为D的方阵，记为

单位阵 ：对角线元素为 1，其余元素为 0 的方阵，记为





















1

1
1


E

三、线性变换的系数矩阵

线性变换的定义：设变量 myyy ,...,, 21 能用变量 nxxx ,...,, 21 线性表

示，即
















nmnmmm

nn

nn

xaxaxay

xaxaxay
xaxaxay







2211

22221212

12121111

这里 ija  njmi ,,2,1;,,2,1   为常数。这种从变量 nxxx ,...,, 21 到



变量 myyy ,...,, 21 的变换称为线性变换。

线性变换由m个 n元函数组成，每个函数都是变量的一次幂，故

而称之为线性变换。

上式的系数可构成一个 nm 矩阵

   ijnmij

mnmm

n

n

aa

aaa

aaa
aaa

A 




























21

22221

11211





















mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A







21

22221

11211

称之为线性变换的系数矩阵。

线性变换和系数矩阵是一一对应的。

如,直角坐标系的旋转变换（变量 ),( yx 到变量 ),( yx  的变换）








yxy
yxx



cossin'
sincos'

的系数矩阵为 













cossin
sincos

A .

恒等变换


















mm xy

xy
xy


22

11

的系数矩阵为

例.





















1

1
1


E

同样，齐次线性方程组
















0

0
0

2211

2222121

1212111

nmnmm

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa
xaxaxa







与系数矩阵





















mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A







21

22221

11211

，也是一一对应的.

非齐次线性方程组
















mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa







2211

22222121

11212111

与增广矩阵





















mmnmm

n

n

b

b
b

aaa

aaa
aaa

A








2

1

21

22221

11211

也是一一对应的。

第二节 矩阵的运算

一、加法

设 nmijaA  )( ， nmijbB  )( ,都是 nm 矩阵,则加法定义为




























mnmnmmmm

nn

nn

bababa

bababa
bababa

BA







2211

2222222121

1112121111

显然,

① ABBA  ，② )()( ABACBA 

二、数乘

设是数, nmijaA  )( 是 nm 矩阵,则数乘定义为





















mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A














21

22221

11211

显然

①    AA   ， ②   AAA   ， ③   BABA  

三、乘法

乘法运算比较复杂,首先看一个例子

设变量 2, tt 到变量 32,1 ,, xxx 的线性变换为













2321313

2221212

2121111

tbtbx
tbtbx
tbtbx

变量 321 ,, xxx 到变量 21 , yy 的线性变换为







3232221212

3132121111

xaxaxay
xaxaxay

那么,变量 2,1 tt 到变量 2,1 yy 的线性变换应为

     
     







2321312322212122212111211

2321311322212112212111111

tbtbatbtbatbtbay
tbtbatbtbatbtbay

即



   
   







232232222122113123212211211

232132212121113113211211111

tbababatbababay
tbababatbababay

定义矩阵










232221

131211

aaa
aaa

和
















3231

2221

1211

bb
bb
bb

的乘积为






































322322221221312321221121

321322121211311321121111

3231

2221

1211

232221

131211

babababababa
babababababa

bb
bb
bb

aaa
aaa

按以上方式定义的乘法具有实际意义.由此推广得到一般定义

设 smijaA  )( ， nsijbB  )( ,则乘法定义为

CAB 

其中 nmijcC  )(





s

k
kjiksjisjijiij babababac

1
2211  











nj
mi
,,2,1
,,2,1




注：两个矩阵相乘要求前一个矩阵的列数等于后一个矩阵的行

数；乘积矩阵的行数为前一个矩阵的行数,列数为后一个矩阵的列数；

乘积矩阵的第 i行，第 j列元素为前一个矩阵的第 i行元素与后一个矩

阵的第 j行元素对应相乘再相加。

例：设 






 


2012
1301

A ,






















431
102
311
014

B ，则



























 


431
102
311
014

2012
1301

AB



       
  












421031023200111212201142

411330013103101111231041








 


1199
129

例:设 












21
42

A ， 









6-3-
42

B ，求 AB及BA。

解： 






 
























168
3216

63
42

21
42

AB ，
































00
00

21
42

63
42

BA

由此发现：（1） AB  BA，（不满足交换律）

（2） OA  ， OB  ，但却有 OBA  。

一个必须注意的问题 ：

1．若 smA  ， nsB  , ,则 nssm BA  成立,当 nm  时, smns AB  不成立；

2．即使 nmA  ， mnB  ,则 mnnm BA  是m阶方阵,而 nmmn AB  是 n阶方阵；

3. 如果 A,B 都是n阶方阵,例如 












21
42

A ， 










63

42
B ，则








 


168
3216

AB ，而 









00
00

BA

综上所述,一般 BAAB  （即矩阵乘法不满足交换率）。

下列性质显然成立：

1    BCACAB  ，②      BABAAB   ，

2   ACABCBA  ,   CABAACB 

几个运算结果：



1 .   nn

n

n bababa

b

b
b

aaa 






















 2211
2

1

21 ,,, ；

2.  






































nnnn

n

n

n

n bababa

bababa
bababa

aaa

b

b
b










21

22212

12111

21
2

1

,,, ；

3 .若 A为 nm 矩阵, E是m阶单位阵,则 AEA  ;若E是 n阶单位阵,

则 AAE  ；

4.线性变换的矩阵表示：

设
















nmnmmm

nn

nn

xaxaxay

xaxaxay
xaxaxay







2211

22221212

12121111

,





















mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A







21

22221

11211

,





















nx

x
x

x

2

1

,





















my

y
y

y

2

1

,

则 Axy 

5．线性方程组的矩阵表示：
















mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa







2211

22222121

11212111

,





















mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A







21

22221

11211

,





















nx

x
x

x

2

1

,





















mb

b
b

b

2

1

则 bAx 



矩阵的幂: 1232  nn AAAAAAAAA ，，，  .

例.证明 

















 





nn
nnn

cossin
sincos

cossin
sincos

证明 用归纳法： 1n 时,显然成立,假定 kn  时成立,则 1 kn 时

kk









































cossin
sincos

cossin
sincos

cossin
sincos 1



























kk
kk

cossin
sincos

cossin
sincos















kkkk
kkkk

coscossinsinsincoscossin
cossinsincossinsincoscos















)1cos()1sin(
)1sin()1cos(

kk
kk

从而结论成立.

由于 







 


cossin
sincos

是直角坐标旋转角度变换的系数矩阵,故而

n









 


cossin
sincos

是旋转了 n 角度变换的系数矩阵.

四、转置

设





















nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A







21

22221

11211

，记





















nnn

n

n

T

aana

aaa
aaa

A







21

22212

12111

则称 TA 是 A的转置矩阵。

显然，

1   AA TT  ，②   TTT BABA  ，③   TT AA   ，④   TTT ABAB  。

对称矩阵的定义:若矩阵 A满足 AAT  （即 jiij aa  ）,则称 A是对

称阵



例.设 A是 nm 矩阵,证明 AAT 是 n阶对称阵, TAA 是m阶对称阵.

例.设  Tnxxxx ,,, 21  ,且 1xxT ,E为 n阶单位阵, TxxEH 2 ,

证明:① H是对称阵，② EH 2 .

证明     HxxExxExxEH TTTTTTT  222 ，

故H是对称阵。

    TTTTTTT xxxxxxExxxxxxExxEH 44442 22 

ExxxxE TT  44

五、方阵的行列式

A为n阶方阵，其元素构成的n阶行列式称为方阵的行列式,记为

A或 Adet 。

显然，

1 AAT  ，② AA nT   ，③ BAAB  。

例.设





















nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A







21

22221

11211

记





















nnnn

n

n

AAA

AAA
AAA

A







21

22212

12111

* ，

其中 ijA 是 ija 的代数余子式, *A 称为 A的伴随阵.

证明： EAAAAA  ** .

证明 设 )(*
ijCCAA 



ij

n

k
jkikjninjijiij AAabaAaAac  

1
2211 

    EAAAcCAA ijijij  *

设 )(*
ijdDAA 





n

k
jikikj

n

k
kjkinjnijijliij AAaaAbAaAaAd

11
221 

    EAAAdDAA ijijij  *

例.设 A为 )2( nn 阶实方阵,且 ijij AaOA  , ,求 A .

解：注意到

T

nnnn

n

n

nnnn

n

n

A

aaa

aaa
aaa

AAA

AAA
AAA

A 





















































21

22212

12111

21

22212

12111

*

AAA T  *

由 EAAA * ，得   01222  nnT AAAAEAAA ，

由于 0
1

2

1
 



n

k
ik

n

k
jkik aAaA ,故 112  AA n

.

六、共轭矩阵

)( ijaA  为复矩阵, ija 为 ija 的共轭复数,则称 )( ijaA  为 A 的共

轭矩阵.

显然,

1 BABA  ,② AA   ,③ BAAB 



回顾和小结

小 结：

矩阵的概念和矩阵的运算：

1. 矩阵的概念;

2. 矩阵的运算;

复习思考题或作业题

思考题：

1.矩阵与行列式的有何区别?

2. 设 A与 B为n阶方阵，问等式

  BABABA  22

成立的充要条件是什么?

作业题：

习题二第 2、3、4（2，3，5）、7

实施情况及分析

1 .通过学习使学员理解矩阵的概念,掌握了

矩阵的运算；

2.对利用矩阵的运算法则的应用有待加强.



第（6）次课 授课时间（ ）



教学章节 第二章第三节 学时 2 学时

教材

和参考书

1.《线性代数》(第四版)同济大学编；2. 同济大学 胡一鸣编《线

性代数辅导及习题精解》；3.孙建东等编《线性代数知识点与典型

例题解析》。

1. 教学目的：理解逆矩阵的概念；掌握逆矩阵的性质和计算方法；

2. 教学重点：逆矩阵概念和计算；

3.教学难点：逆矩阵概念和计算。

1. 教学内容：逆矩阵；

2. 时间安排：2学时；

3. 教学方法：讲授与讨论相结合；

4. 教学手段：黑板讲解与多媒体演示。

基本内容 备注



第三节 逆矩阵

一、逆阵的定义

引入：设给定一个线性变换

















nnnnnnn

nn

nn

xaxaxay

xaxaxay
xaxaxay







2211

22221212

112121111

可表示为矩阵方程 AXY  （1）

其中





















nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A







21

22221

11211

，





















nx

x
x

X

2

1

，





















ny

y
y

Y

2

1

,

由克莱姆法则知,若 0A ,则(1)有唯一解。

如果存在n阶方阵C ,使得 ECA  ,则(1)的解可用矩阵乘积表出：

CBX  （2）

称为矩阵方程(2)的解。

定义 设 A为n阶方阵,若存在一个n阶方阵 B，使得

EBAAB  ,

则称方阵 A可逆,并称方阵B为 A的逆矩阵,记作 BA 1 ，

若 EACCA  ,则 1 AC

性质 1 若 1A 存在,则 1A 必唯一.

证明 设B、C都是 A的逆阵，则有

    CECCBAACBBEB  （唯一）.

性质 2 若 A可逆，则 1A 也可逆，且   AA 
 11



证明 A 可逆, EAAAA   11 ,从而 1A 也可逆,且   AA 
 11 。

性质 3 若 A可逆,则 A可逆,且      11 AA

证明 EAAAAEAAAA   )()(, 1111

从而 EAAAA   )()( 11 ，于是 )()( 11   AA

性质 4 若同阶方阵 A、B都可逆，则 AB也可逆，且   111   ABAB

证明      EAAAEAABBAABAB   111111

     EBBEBBBAABABAB   111111

所以 AB可逆,且   111   ABAB

二、逆阵存在的条件及逆阵的求法

定义 3. 由  
nnijaA


 的行列式

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A







21

22221

11211



中元素 ija 的代数余子式 ),,2,1,( njiAij  构成的n阶方阵,记作 *A ,即





















nnnn

n

n

AAA

AAA
AAA

A







21

22212

12111

* 称为 A的伴随矩阵.

例 1.设

















343
221
123

A , 求 *A

解: 因为 211 A ， 312 A ， 213 A ,

221 A ， 622 A ， 623 A ,

231 A ， 532 A ， 433 A



所以






















462
563

222
*A

定理 方阵  
nnijaA


 可逆 0A 且

A
AA

*
1 

证明

必要性： A可逆,即有 1A 存在,使得 EAA 1 ，

两边取行列式得 011  EAA

故 0A

充分性：由行列式的性质 7和 Laplace 定理知

 
  









n

k

n

k
kjkijkik ji

jiA
AaAa

1 1 ,0
,

于是 EA

A

A
A

AAAA 





























00

00
00

**

因为 0A ，故有 EA
A
A

A
AA 

**

从而
A
AA

*
1 

推论 设 A为 n阶方阵,若存在 n阶方阵 B ,使得 EAB  ，(或

EBA  )，则 1 AB 。

证明： 1 EBAAB ， 0 A ，故 1A 存在。

于是     1111   AEAABABAAEBB

注：求 1A 时，只需要验算 EAB  ，计算量减半。



例 2. 判断下列方阵

















343
221
123

A ,





















133

11511
231

B 是否可逆?

若可逆，求其逆阵。

解： 02 A ， 0B ，所以B不可逆， A可逆，并且























462
563

222

2
1*

1

A
AA

三、用逆矩阵法解线性方程组

在第一节中，线性方程组 )1( 可表示为矩阵方程 BAX  )2( ，若

0A ，则 BAX 1 )3( ，得到 )1( 的解。

例 3．解线性方程组













3343
222
123

321

321

321

xxx
xxx
xxx

解：其矩阵式为

















































3
2
1

343
221
123

3

2

1

x
x
x

因 2
343
221
123

 ,

所以









































































































1
0
0

3
2
1

462
563

222

2
1

3
2
1

343
221
123 1

3

2

1

x
x
x

所以其解为 1,0,0 321  xxx

例 4．求解矩阵方程 CAXB  ，其中




















343
221
123

A ， 









25
13

B ，

















23
02
41

C .

解：易知
























231
2
53

2
3

111
1A ， 













35
121B ，则







































































 

12
35

610

35
12

23
02
41

231
2
53

2
3

111
11CBAX



回顾和小结

小结：

1． 1．逆矩阵的概念

2． 2．矩阵可逆的充分必要条件

3．利用伴随矩阵求逆矩阵

复习思考题或作业题

思考题：试分析以下给出的解答的错误,并给出正

确的解答.

已知 










53
21

A ，求
1A

错误解法:由于 011A ,所以 1A 存在

1235 22211211  AAAA ，，，

故有 






 


12
35

11
1*

1

A
AA

作业题：

习题 11-1 第 3（1,3）、4（2,4）

实施情况及分析

1.通过学习学员理解逆矩阵的概念和矩阵可

逆的充分必要条件,会利用伴随矩阵求逆矩阵；

2.对利用伴随矩阵求逆矩阵等方面的应用有

待加强。





第（7）次课 授课时间（ ）

教学章节 第二章第四节 学时 2 学时

教材

和参考书

1.《线性代数》(第四版)同济大学编；2. 同济大学 胡一鸣编《线

性代数辅导及习题精解》；3.孙建东等编《线性代数知识点与典型

例题解析》。

1.教学目的：掌握矩阵分块法的运算性质和方法；

2.教学重点：矩阵分块；

3.教学难点：矩阵分块的方法。

5. 教学内容：矩阵分块法；

6. 时间安排：2学时；

7. 教学方法：讲授与讨论相结合；

3. 教学手段：黑板讲解与多媒体演示。



基本内容 备注



第四节 矩阵分块法

引例：设


















34333231

24232221

14131211

aaaa
aaaa
aaaa

A

可按以下方式分块，每块均为小矩阵：











2221

1211
11 aa

aa
A ， 










2423

1413
12 aa

aa
A ， )( 323121 aaA  ， )( 343322 aaA  ,

则 









2221

1211

AA
AA

A 。

矩阵分块法是用若干条横线和若干条竖线将矩阵分割成几个小

矩阵。矩阵分块法的运算性质：

1．加法：

设


































11

111

11

111

ss

r

ss

r

BB

BB
B

AA

AA
A










， ，

则





















1111

111111

.

ssss

rr

BABA

BABA
BA





.

2．数乘：

设

















11

111

ss

r

AA

AA
A





，是数，则


















11

111

ss

r

AA

AA
A










.

3．乘法：

设

















sts

t

lm

AA

AA
A






1

111

，

















trt

r

ml

BB

BB
B






1

111

，则 nmnllm CBA  



其中






















ss CC

CC
C






1

111

， rjsiBAC
t

k
kjikij  ,2,1,,,2,1,

1




4．转置：

设

















srs

r

AA

AA
A






1

111

，则


















sr
T

r
T

sr
TT

T

AA

AA
A






1

11

5．对角分块的性质：

设





















sA

A
A

A


2

1

，其中 sAAA ,,, 1  均为方阵，则

sAAAA ,,21  。

若 A可逆，则































sA

A
A

A

1

2
1

1
1

1



例:

















120
130
005

A ，求 1A 。

解 ：设 51 A ， 









12
13

2A ，则 









2

1

A
A

A 。

5
11

1 A ， 












32
111

2A ，则






































320
110

00
5
1

1
2

1
11

A
A

A

例 设 









CB
OA

X ， CA, 为可逆方阵,求 1X 。

解 设 









2221

12111

XX
XX

X ，则由 EXX 1 得





























2

1

2221

1211

EO
OE

XX
XX

CB
OA

，其中 









2

1

EO
OE

E ,

按乘法规则，得

















ECXBX
OCXBX

OAX
EAX

2212

2111

12

11

解得： 1
11

 AX ， OX 12 ， 11
21

 BACX , 1
22

 CX

故 
















111

1
1

CBAC
OA

X 。

例 设 OAAT  ，证明 .OA 

几个矩阵分块的应用：

1．矩阵按行分块：

设





















mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A







21

22221

11211

，记 miaaaa ini
T
i  ,2,1),,,,( ,2i1  ,

则























T
m

T

T

a

a
a

A

2

1

矩阵按列分块：

记 nj

a

a
a

a

mj

j

j

j 


,2,1,2

1

























则 ),,,( ,21 naaaA  。

2．线性方程组的表示：



设
















mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa







2211

22222121

11212111

若记





















mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A







21

22221

11211

，





















nx

x
x

x

2

1

，





















nb

b
b

b

2

1

则线性方程组可表示为 bAx  。

若记























T
m

T

T

a

a
a

A

2

1

，则线性方程组可表示为 bx

a

a
a

T
m

T

T
























2

1

或

 mibxa i
T
i ,2,1,  。

若记 ),,,( ,21 naaaA  ，则线性方程组可表示为

b

x

x
x

aaa

n

n 




















 2

1

,21 ),,,( 或 baxaxax nn  2211 。

3．矩阵相乘的表示：

设























T
m

T

T

a

a
a

A

2

1

，  nnl bbbB ,,, ,21  ，

则























n
T

m
T

m
T

m

n
TTT

n
TTT

bababa

bababa
bababa

AB







21

22212

12111

设  ssm aaaA ,,, ,21  ，























T
s

T

T

nsB







2

1

，



则 T
ss

TT aaaAB   2211 ，其中 ia 是 1m 矩阵， T
i 是 n1 ,

 sia T
ii ,,2,1  是 nm

4．对角阵与矩阵相乘：





























































 

T
m

T

T

T
m

T

T

m

nmm

a

a
a

a

a
a

A












2

1

2

1

2

1

，

   n
T

m

T

T

n

nmnm aaa

a

a
a

aaaA 






,,,,,, ,21
2

1

2

1

,21 


 







































 。



回顾和小结

小结：

矩阵分块法

1．运算性质；

2．方法;

复习思考题或作业题

思考题：设 ,
0 










C
DB

A 其中 CB, 都是可逆矩阵。

证明 A可逆,并求 1A .

作业题：

习题二第 26、29、30。

实施情况及分析

1.通过学习学员掌握矩阵分块法的运算性

质和方法；

2.对矩阵分块法的应用方面有待加强.







第（9）次课 授课时间（ ）

教学章节 第三章 第 3节 学时 2 学时

教材
和参考书

1.《线性代数》(第四版)同济大学编；2. 同济大学 胡一鸣编《线

性代数辅导及习题精解》;3.孙建东等编《线性代数知识点与典型

例题解析》。

1.教学目的：掌握矩阵秩的定义,会求矩阵的秩.

2.教学重点：求矩阵的秩；

3.教学难点：求矩阵的秩

1. 教学内容：矩阵的秩；

2. 时间安排：2学时；

3. 教学方法：讲授与讨论相结合；

4. 教学手段：黑板讲解与多媒体演示.



基本内容 备注

第三节 矩阵的秩

定义 1.在 nm 矩阵 A中任取 k行 k列 ）（ nkmk  , ,位于这些行列

交叉处的 2k 个元素,不改变它们在 A中所处的位置次序而得到的 k阶

行列式,称为矩阵 A的 k阶子式.

nm 矩阵 A的 k阶子式共 k
n

k
m CC  个.

定义 2 如果在矩阵 A中有一个不等于零的 r阶子式 D，且所有

的 1r 阶子式都等于0 , 则称 D为 A的一个最高阶非零子式.数 r称

为矩阵 A的秩，矩阵 A的秩记成 )(AR . 零矩阵的秩规定为 0 .

注解: 1.规定零矩阵的秩规定为 0.

2.若   ,, nraA
nnij 


称 A为满秩矩阵.

3.若   ,, nraA
nnij 


称 A为降秩矩阵.

4. )()(. ARAR T  .

 

.2)(

,04
44
23

30
344
000
123

,0
244

000
123

244
000
123

,04

3244
0000
1123

1
43
































rAR

r

aA ij

再观察二阶子式

例如个其值均为其中三阶子式共有

例





 





















3244
2321
1123

2
43ijaA例

30
344
221
123

,0
324
232
112

244
321

123
,04






 r

例如个其值均为其中三阶子式共有

.2)(

,04
44
21





rAR

再观察二阶子式

 



















6333
4222
2111

3
43ijaA例

3,0
633
422
211

,0
333
222
111

,04

 r

例如个其值均为其中三阶子式共有

2,0
42
21

 r再观察二阶子式

.1)(
.10|1|




rAR
r，再观察一阶子式

法！）（这是很麻烦的求秩方）（则

阶子式不等于，而某个阶子式均为如果

逐个子式进行检验秩时，要从高阶向低阶利用定义求

注

.
,001

;

krAR
kk

A







例 4.求矩阵 A和B的秩,其中

















174
532

321
A ,


























00000
34000
52130
23012

B

问题：经过初等变换矩阵的秩变吗？

定理 若 ,~ BA 则    BRAR  .

初等变换求矩阵秩的方法：

把矩阵用初等行变换变成为行阶梯形矩阵，行阶梯形矩阵中非

零行的行数就是矩阵的秩.

例 5. 设 ,

41461
35102
16323

05023























A 求矩阵 A的秩,并求 A的一个最高阶

非零子式.

例 6.设















































4
3
2
1

,

6063
3242
0842
1221

bA ,求矩阵 A及矩阵 ),( bAB  的秩.

例 7. 设 ,
635
213
2111

A





















 已知 ,2)( AR .的值与求 

矩阵的秩的性质

(1). };,min{)(0 nmAR nm  

(2). )()( ARAR T  ;

(3).若 ,~ BA 则    BRAR  

(4).若 QP、 可逆,则 )()( ARPAQR  .

(5). )()(),()}(),(max{ BRARBARBRAR 



(6). )()()( BRARBAR  .

(7). )};(),(min{)( BRARABR 

(8).若 ,OBA lnnm  则 .)()( nBRAR 

例 8.设 A为 n阶矩阵,证明 .)()( nEAREAR 

证明 因 .2)()( EEAREA  由性质(6), 有

,)2()()( nEREAREAR  而 ),()( EARAER 

所以 .)()( nEAREAR 

求秩方法：用初等变换把矩阵 A化成行阶梯形矩阵，矩阵 A的

秩 = 此行阶梯形矩阵的秩（据定理 1 ）．行阶梯形矩阵的秩 = 其

非零行的行数（定义 2）

满秩阵

 

.

100
010
001

~
343
122
321

33

得到以下等价命题

，由

































ijaA

nEA
A
A

AnArA

必能化为单位阵

为非奇异阵；

必存在；

；必有满秩若








1

0)(

课堂练习题












































































1100
0121
0642
3021
0321

.3

10030
11603
02422
01211

.2;
23111
612222
13288

.1

TB

BA

求以下矩阵的秩：



回顾和小结
1. 矩阵秩的定义；

2. 利用初等行变换求矩阵的秩

复习思考题或作业题

1. 复习思考题：

nm 矩阵 A的 k阶子式共有多少个？

2. 作业题: P79 8，9，11

实施情况及分析

1. 通过 2 小时学习，大部分学员初步掌握了矩阵

秩的定义,会利用初等变换求小型矩阵的秩.

2. 对求矩阵的秩的运算速度、准确性有待加强。



第（10）次课 授课时间（ ）

教学章节 第三章 第 4 节 学时 2 学时

教材
和参考书

1.《线性代数》(第四版)同济大学编；2. 同济大学 胡一鸣编《线

性代数辅导及习题精解》;3.孙建东等编《线性代数知识点与典型

例题解析》。

1.教学目的：求解一般线性方程组的方法；

2.教学重点：线性方程组的求解方法、步骤；

3.教学难点：线性方程组的求解。

1.教学内容：线性方程组的解

2.时间安排：2 学时；

3.教学方法：讲授与讨论相结合；

4.教学手段：黑板讲解与多媒体演示.



基本内容 备注

第四节 线性方程组的解

线性方程组
















0

0
0

2211

2222121

1212111

nmnmm

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa
xaxaxa







称为 n 元齐次线性方

程组.

记 ,, 2

1

21

22221

11211









































nmnmm

n

n

x

x
x

x

aaa

aaa
aaa

A








A称为方程组的系数矩阵．于是，这个齐次方程组可以记为 .0Ax

定理 2 n 元齐次线性方程组 0Ax 有非零解的充分必要条件

是系数矩阵 A的秩 nAR )( .

证明 必要性 设方程组 0Ax 有非零解.用反证法来证明

nAR )( . 假设 nAR )( ，那么在 A中应有一个 n阶子式 0|| D .

根据 Cramer 法则，D所对应的 n个方程构成的齐次线性方程组只有

零解，从而原方程组 0Ax 也只有零解，矛盾. 故 nAR )( .

充分性 设 nrAR )( ,对 A施行初等行变换得到行阶梯形矩阵

1A .那么 1A 只含 r个非零行，

不妨设为





























 





00000

00000
100

010
001

1,

21,2

11,1

1











rnrr

nr

nr

bb

bb
bb

A



于是齐次线性方程组 0Ax 与






















0

0
0

11,

111,22

111,11

nnrrrrr

nnrr

nnrr

xbxbx

xbxbx
xbxbx







同解.

把它改写成






















nnrrrrr

nnrr

nnrr

xbxbx

xbxbx
xbxbx







11,

111,22

111,11

这个方程组有 0 rn 个自由未知量, 因此有非零解.

故 0Ax 有非零解.

关于齐次线性方程组的结论

• 方程组仅有零解的充分必要条件是   ;nAR 

• 方程组有非零解的充分必要条件是   ;nAR 

• 当齐次线性方程组中未知量的个数大于方程个数时，

必有   ;nAR  这时齐次线性方程组一定有非零解.

例 1.三元齐次线性方程组
















093
083
02
05

321

321

321

321

xxx
xxx
xxx
xxx

是否有非零解？

解:由



























931
813
211

511

A

























1440
720
720

511

~






















000
000
720

511

~

可知   32 AR ，所以此齐次线性方程组有非零解.

程组取何值时，齐次线性方当例 .2












0
0323

03

32

321

321

xx
xxx
xxx


有非零解.

解：用初等行变换化系数矩阵

















 


10
323
113

A














 

10
410
113

~




















400
410
113

~


可知， 时，当 4   32 AR . 时，所以，当 4 齐次线性方程

组有非零解.

例 3．求解下列齐次线性方程组

(1)



















.0494
,043

,0252
,032

321

321

321

321

xxx
xxx
xxx
xxx

(2)














.05105
,0363

,02

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx

解：(1)

















 














































 









000
6100
810
321

810
570
810
321

494
413

252
321

23

24

12

14
13

72

4
3

rr

rr

rr

rr
rr

A

可得 3)( AR ,而 3n ,故方程组只有零解:

.0,0,0 321  xxx

(2)

,
0000
0100
1021

0000
0100
1121

0400
0400
1121

51105
3163
1121

2123

24
1

12

13

)(

3

5















 















 
























































rrrr

r

rr

rr
A

可得 2)( AR ,而 4n ,故方程组有非零解,通解中含有 224 

个任意常数 .

原方程组的同解方程组为







.0
,02

3

421

x
xxx



取 42 , xx 为自由未知量(一般取行最简形矩阵非零行的第一个非零元

对应的未知量为非自由的), 令 2412 , cxcx  ,则方程组的全部解

(通解)为

















.
,0

,
,2

24

3

12

211

cx
x

cx
ccx

( 21 ,cc 为任意常数)

或写成(向量)形式



























































1
0
0
1

0
0
1
2

21

4

3

2

1

cc

x
x
x
x

. ( 21 ,cc 为任意常数)

齐次方程组求解方法:

用矩阵初等行变换将系数矩阵化成行阶梯形矩阵,根据系数矩

阵的秩可判断原方程组是否有非零解.若有非零解,继续将行阶梯形

化为行最简形矩阵,则可求出方程组的全部解(通解).

n元非齐次线性方程组
















mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa







2211

22222121

11212111

记 ,

21

22221

11211





















mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A



























mmnmm

n

n

b

b
b

aaa

aaa
aaa

B








2

1

21

22221

11211

A称为非齐次线性方程组的系数矩阵, B称为增广矩阵. 于是，

这个非齐次方程组可以记为 bAx  其中



., 2

1

2

1









































mn b

b
b

b

x

x
x

x


定理 3 n元非齐次线性方程组 bAx  有解的充分必要条件是

)()( BRAR  ,其中 )( bAB  为非齐次线性方程组 bAx  的增广矩阵.

证明 必要性

设非齐次线性方程组 bAx  有解，要证 )()( BRAR  .

用反证法, 假设 )()( BRAR  ， 则 B可化成 行阶梯形矩阵



































00000

10000
100

010
001

1,

221,2

111,1











rrnrr

nr

nr

dcc

dcc
dcc

于是得到与原方程组 bAx  同解的方程组：


























10
11,

2211,22

1111,11

rnrnrrrr

nnrr

nnrr

dxcxcx

dxcxcx
dxcxcx







因为它含有矛盾方程 10  ，所以这个方程组无解，这与原方程

组有解矛盾. 故 )()( BRAR  .

充分性 设 rBRAR  )()( .

用初等行变换化增广矩阵B为行阶梯形矩阵 1B ，则 1B 中含 r个非

零行 .



不妨设 1B 为





























 





00000

00000
100

010
001

1,

221,2

111,1

1











rrnrr

nr

nr

dcc

dcc
dcc

B

1B 对应的方程组为






















nrnrrrrr

nnrr

nnrr

xcxcdx

xcxcdx
xcxcdx







11,

211,222

111,111

这个方程组有解. 它与原方程组 bAx  同解，所以非齐次线性方

程组 bAx  有解.

由上述证明还可得，n元非齐次线性方程组 bAx  有唯一解的充

分必要条件是 nBRAR  )()( .

关于非齐次线性方程组的结论

• 方程组无解充分必要条件是 ARAR ()(  b )

• 方程组有唯一解的充分必要条件是 ARAR ()(  b ) n

• 方 程 组 有 无 穷 多 组 解 的 充 分 必 要 条 件 是

ARAR ()(  b ) nr  ,且在任一解中含有 rn  个任意常数 .

3.判断下列非齐次线性方程组是否有解
















7545
8222
6353
232

432

4321

4321

4321

xxx
xxxx
xxxx
xxxx

解:用初等行变换化其增广矩阵




























75450
82212
63513
21321

B

























75450
40450
00450
21321

~






















40000
75000
00450
21321

~

由此可知， 3)( AR , 4)( BR ， 即 )()( BRAR  ，方程组无解.

例 4 . ba, 取何值时，非齐次线性方程组

















5)8(53
34)2(32

12
1

4321

4321

432

4321

xaxxx
bxxaxx

xxx
xxxx

（1）有唯一解；（2）无解；（3）有无穷多个解？

解：用初等行变换把增广矩阵化为行阶梯形矩阵，

























58153
34232

12110
11111

a
ba

B
























25220
1210

12110
11111

~

a
ba























01000
0100

12110
11111

~

a
ba

由此可知：

（1）当 1a 时， 4)()(  BRAR ,方程组有唯一解；

（2）当 1a ， 0b 时， )()( BRAR  ，方程组无解；

（3）当 1a , 0b 时， 42)()(  BRAR ,方程组有无穷多个

解。



例 5．求解下列非齐次线性方程组

(1)



















.14332
,75

,53
,22

321

321

321

321

xxx
xxx
xxx
xxx

(2)














.224
,323
,233

321

321

321

xxx
xxx
xxx

(3)














.144
,45

,23

321

4321

4321

xxx
xxxx
xxxx

解：（1）






























































































































































0000
2100

6210
5131

221100
221100
6210
5131

4530
8150

6210
5131

4530
12420
8150

5131

14332
7511

2112
5131

14332
7511

5131
2112

34

311
1

23

24

32
1

32

12

14
13

21

)(

5

3

)(2

2

rr

r

rr

rr

r

rr

rr

rr
rr

rr

A

,

0000
2100

2010
1001

0000
2100

2010
7031

2132

31

32






































 




rrrr

rr

可得 3)()(  ARAR ,而 3n ,故方程组有解,且解唯一:

11 x , 22 x , 23 x .

(2)










































 



 48100
38100

2331

2124
3213
2331

12

13

3

4

rr

rr
A



,
1000
38100

2331
23























rr

可得 2)( AR , 3)( AR ,故方程组无解.
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可得 2)()(  ARAR ,而 4n ,故方程组有解,且有无穷多解,通

解中含有 224  个任意常数.

与原方程组同解的方程组为
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取 42 , xx 为自由未知量(一般取行最简形矩阵非零行的第一个非零元

对应的未知量为非自由的),

令 2412 , cxcx  ,则方程组的全部解(通解)为
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例 6．取何值时,线性方程组
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(1)有唯一解? (2)无解? (3)有无穷多解? 有解时求出全部解.

解：方程组的系数矩阵与增广矩阵分别为
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（2）当 2k 时,
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可得 2)( AR , 3)( AR ,故方程组无解.
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可得 31)()(  ARAR ,故方程组有无穷多解,通解中含有 213  个

任意常数.

令 2312 , cxcx  ,则 方 程 组 通 解 为
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回顾和小结

一、线性方程组解的存在与判定定理：

1、齐次

2、非齐次

二、求线性方程组的解的步骤

复习思考题或作业题
2. 复习思考题：

P81 18，19，20

2. 作业题: P80 12（3），13（1），14，16

实施情况及分析

1. 通过 2 小时学习，大部分学员初步掌握了利用

初等变换判断求解线性方程组的方法；

2. 利用初等变换判断求解线性方程组的方法还

需要通过多做题来掌握。



第（11）次课 授课时间（ ）

教学章节 第四章第 1 节 学时 2 学时

教材
和参考书

1.《线性代数》(第四版)同济大学编；2. 同济大学 胡一鸣编《线

性代数辅导及习题精解》;3.孙建东等编《线性代数知识点与典型

例题解析》。

1.教学目的：了解 n 维向量的基本概念，理解线性组合、线性表示、向量组等价

的定义；

2.教学重点：线性表示和向量组等价的定义、定理；

3.教学难点：向量组线性表示、向量组等价的证明。

1.教学内容：向量组及其线性组合；

2.时间安排：2 学时；

3.教学方法：讲授与讨论相结合；

4.教学手段：黑板讲解与多媒体演示.



基本内容 备注

第一节 向量组及其线性组合

一、n维向量

定义1 n个有次序的数 maaaA ,,,: 21  所组成的数组称为n维向

量 这 n个数称为该向量的 n个分量 第 i个数 ia 称为第 i个分量

分量全为实数的向量称为实向量 分量为复数的向量称为

复向量

n维向量可写成一行 也可写成一列 按第二章中的规定

分别称为行向量和列向量 也就是行矩阵和列矩阵 并规

定行向量与列向量都按矩阵的运算规则进行运算

因此 n维列向量
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a 与 n维行向量 ),,,( 21 m
T aaaa  总看作

是两个不同的向量

本书中 列向量用黑体小写字母  ,,,ba 等表示 行向量则

用 TTTT ba  ,,, 等表示 所讨论的向量在没有指明是行向量还是

列向量时 都当作列向量

几何中 “空间”通常是作为点的集合 即作为“空间”

的元素是点 这样的空间叫做点空间 我们把 3 维向量的全体

所组成的集合

},,|),,({3 RzyxzyxrR T 

叫做三维向量空间 在点空间取定坐标系以后 空间中的点



),,( zyxP 与 3 维向量空 Tzyxr ),,( 之间有一一对应 的关系 因

此 向量空间可以类比为取定了坐标系的点空间 在讨论向量

的运算时 我们把向量看作有向线段 在讨论向量集时 则

把向量 r看作以 r为向径的点 P 从而把点 P的轨迹作为向量集

的图形 例如点集

}|),,({ dczbyaxzyxP 

是一个平面( cba ,, 不全为0 ) 于是向量集

}|),,({ dczbyaxzyxr T 

也叫做向量空间 3R 中的平面 并把作为它的图形

类似地 n维向量的全体所组成的集合

}|),,,({ 21 RxxxxxR i
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叫做n维向量空间 n维向量的集合
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



叫做n维向量空间 nR 中的 1n 维超平面

二、向量组的概念

若干个同维数的列向量(或同维数的行向量)所组成的集合叫

做向量组

矩阵与向量组的对应

一个 nm 矩阵的全体列向量是一个含 n个 m 维列向量的向量

组 它的全体行向量是一个含 m个n维行向量的向量组
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m个 n维列向量所组成的向量组 maaaA ,,,: 21  构成一个 mn 矩



阵 ),,,( 21 maaaA  ;

n 个 m 维行向量所组成的向量组
T
m

TTB  ,,: 21 构成一个

nm 矩阵
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又如线性方程 0Ax 的全体解当 nAR )( 时是一个含无限多个

n维列向量的向量组

三、向量组的线性组合与线性表示

定义 2 给定向量组 maaaA ,,,: 21  对于任何一组实数 mkkk ,,, 21 

表达式

mmakakak  2211

称为向量组 A的一个线性组合 mkkk ,,, 21  称为这线性组合的系

数

给定向量组 maaaA ,,,: 21  和向量b，如果存在一组数 m ,,, 21 

使

mmaaab   2211

则向量 b是向量组 A的线性组合 这时称向量 b能由向量组 A线

性表示

向量b能由向量组 A线性表示，也就是方程组

baxaxax mm  2211 有解

定理 1 向量 b能由向量组 maaaA ,,,: 21  线性表示的充分必要条

件是矩阵 ),,,( 21 maaaA  的秩等于矩阵 ),,,,( 21 baaaB m 的秩 即

)()( BRAR 

四、向量组的等价性



定义 3 设有两个向量组 maaaA ,,,: 21  及 lbbbB ,,,: 21  若 B

组中的每个向量都能由向量组 A线性表示 则称向量组 B能由向

量组 A线性表示 若向量组 A与向量组 B能相互表示 则称这

两个向量组等价

把向量组 A 和 B 所构成的矩阵依次记作 ),,,( 21 maaaA  和

lbbbB ,,,: 21  B 组能由 A 组线性表示 即对每个向量

),,2,1( ljb j  存在数 mjjj kkk ,,, 21  使
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这里 矩阵 )( ijlm kK  称为这一线性表示的系数矩阵

由此可知 若 nllmnm BAC   则矩阵C的列向量组能由矩

阵 A的列向量组线性表示 B为这一表示的系数矩阵

设 ) ,    , ,( 21 llmA aaa  ) ,    , ,( 21 nnm cccC  则 nllmnm BAC  
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同时 C的行向量组能由 B的行向量组线性表示 A为这一表

示的系矩阵 设
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设矩阵 A与 B行等价 即矩阵 A经初等行变换变成矩阵 B

则 B的每个行向量都是 A的行向量组的线性组合 即 B的行向量

组能由 A的行向量组线性表示 由于初等变换可逆 知矩阵 B

亦可经初等行变换变为 A 从而 A的行向量组也能由B的行向量

组线性表示 于是 A的行向量组与 B的行向量组等价

类似可知 若矩阵 A与B列等价 则 A的列向量组与B的列

向量组等价

向量组的线性组合、线性表示及等价等概念 也可移用于线

性方程组 对方程组 A的各个方程作线性运算所得到的一个方程

就称为方程组 A的一个线性组合 若方程组 B的每个方程都是方

程组 A的线性组合 就称方程组 B能由方程组 A线性表示 这

时方程组 A的解一定是方程组 B的解 若方程组 A与方程组 B能

相互线性表示 就称这两个方程组可互推 可互推的线性方程

组一定同解

按定义 3 向量组 lbbbB ,,,: 21  能由向量组 maaaA ,,,: 21  线性

表示 其涵义是存在矩阵 Km l 使 Kaaabbb ml ),,,(),,,( 2121  

也就是矩阵方程

),,,(),,,( 2121 lm bbbXaaa  

有解 由上章定理 7 立即可得

定理 2 向量组 lbbbB ,,,: 21  能由向量组 maaaA ,,,: 21  线性表示

的 充 分 必 要 条 件 是 矩 阵 ),,,( 21 maaaA  的 秩 等 于 矩 阵

),,,,,,,(),( 2121 lm bbbaaaBA  的秩 即 ),()( BARAR 



推论 向量组 maaaA ,,,: 21  与向量组 mbbbB ,,,: 21  等价的充分

必要条件是 ),()()( BARBRAR  其中 A和 B是向量组 A和 B所构

成的矩阵

证明 因为 A组和B组能相互线性表示 依定理 2 知它们

等价的充分必要条件是

),()( BARAR  且 ),()( ABRBR 

而 ),(),( ABRBAR 

即得充分必要条件为 ),()()( BARBRAR  .

例 1．设 Ta )2,2,1,1(1  ， Ta )3,1,2,1(2  ， Ta )0,4,1,1(3  ， Tb )1,3,0,1(

证明向量 B能由向量组 321 ,, aaa 线性表示 并求出表示式

解：根据定理 1 要证明矩阵 ),,( 321 aaaA  与 ),( bAB  的秩相

等 为此 把 B化成行最简形
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可见 )()( BRAR  因此向量b能由向量组 321 ,, aaa 线性表示

由上列行最简形 可得方程 bxaaa ),,( 321 的通解为
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从而得表示式

321321 )12()23((),,( caacacxaaab 

其中 c可任意取值

例 2 ． 设 Ta )1,1,1,1(1  ， Ta )3,1,1,3(2  ， Tb )1,1,0,2(1  ，

Tb )2,0,1,1(2 
Tb )0,2,1,3(3  ,证明向量组 21 ,aa 与向量组 321 ,, bbb 等价



证明 记 ),,(),,( 32121 bbbBaaA  根据定理 2 的推论 只要

证明 ),()()( BARBRAR  ,为此把矩阵 ),( BA 化成行阶梯形




















































00000
00000
11120
31231

33360
11120
22240
31231

02131
20111
11011
31231

) ,( ~~ rr
BA

可见 2)( AR , 2),( BAR

由于矩阵 B中有不等于0的2阶子式 故 2)( BR 又

2),()(  BARBR 于是知 2)( BR 因此

),()()( BARBRAR 

定理 3 设向量组 lbbbB ,,,: 21  能由向量组 maaaA ,,,: 21  线性表

示 则 ),,,(),,,( 2121 ml aaaRbbbR  

证明 记 ),,,(),,,,( 2121 lm bbbBaaaA  

按 定 理 的 条 件 根 据 定 理 2 有 ),()( BARAR  而

),()( BARBR  因此

)()( ARBR 

前面我们把定理 1与上章定理 5对应 把定理 2与上章定理

7 对应 而定理 3 可与上章定理 8 对应 事实上 按定理 3 的

条件 知有矩阵 K , 使 AKB  从而根据上章定理 8 即有

)()( ARBR 

上述各定理之间的对应, 其基础是向量组与矩阵的对应, 从

而有下述对应

向量组 lbbbB ,,,: 21  能由向量组 maaaA ,,,: 21  线性表示

有矩阵K , 使 AKB 

方程 BAX  有解

要掌握上述对应关系, 须注意两个方面 一方面是把向量组的

关系用矩阵及其运算表达出来, 另一方面是给矩阵及其运算以几



何解释

例 3.设 n维向量组 maaaA ,,,: 21  构成 mn 矩阵 ),,,( 21 maaaA  ,

n阶单位矩阵 ),,,( 21 neeeE  的列向量叫做 n维单位坐标向量 证

明 n维单位坐标向量组能由向量组 A线性表示的充分必要条件

是 nAR )( .

证明 根据定理 2 向量组 neee ,,, 21  能由向量组 A线性表示

的充分必要条件是 ),()( EARAR 

而 nEREAR  )(),( 又矩阵 ),( EA 含 n 行 知 nEAR ),(

合起来有 nEAR ),( 因此条件 ),()( EARAR  就是 nAR )(

本例用方程的语言可叙述为

方程 EAX  有解的充分必要条件是 nAR )(

本例用矩阵的语言可叙述为

对矩阵 nmA  存在矩阵 lnQ  使 mEAQ  的充分必要条件是

mAR )(

对矩阵 nmA  存在矩阵 mnP  使 nEPA  的充分必要条件是

nAR )(

显然 当 nm  时 QP, 便是 A的逆阵 故上述结论可看作是逆

矩阵概念的推广

给定向量组 maaaA ,,,: 21  和向量b ,若存在数 m ,,, 21  使

mmaaab   2211

则称向量b能由向量组 A线性表示

.

3
0
0
1

,

1
4
0
3

,

1
2
0
1

4 21

































































 baa设例



因为 212 aab  ，所以 ．线性表示,能由向量组向量 21 

.
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线性表示，不能由向量组向量
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21 线性表示能由向量组向量
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就是说非齐次线性方程组 baxax  2211 有解.

一般地， 向量b能由向量组 maaaA ,,,: 21  线性表示的充分必

要条件是非齐次线性方程组 baxaxax mm  2211 有解. 据第 3

章定理 3，所以有

定理 1 向量 b 能由向量组 A 线性表示的充要条件是

)()( BRAR  ,其中矩阵 ),,,( 21 maaaA  , ),,,,( 21 baaaB m .

,

5
1
1
2

,

0
2
3
1

:

7
8
6
2

b5.. 21





























































 aaA，向量组设向量例

线性表示？能否由向量组问向量 Aaa b.

5
2
3
1

,

4
2
5
3

43















































解：


























75450
82212
63513
21321

B






















40000
75000
00450
21321



由此可知， 3)( AR , 4)( BR ，即 )()( BRAR  ，因此向量b不能由

向量组 A线性表示.



回顾和小结
维向量的基本概念

2.线性组合、线性表示和向量组等价的定义

复习思考题或作业题
1. 复习思考题：

P109 9，10

2. 作业题: P108 2，3，4，6，7

实施情况及分析

1.通过 2小时学习，大部分学员理解了线性组

合、线性表示以及向量组等价的定义；

2.对相关概念的理解、准确记忆还需课下加强。



第（12） 授课时间（ ）

教学章节 第四章第 2、3节 学时 2 学时

教材和
参考书 1.《线性代数》(第 4 版)同济大学编；

1.教学目的：理解向量组的线性相关、最大无关组与向量组的秩的概念；

2.教学重点：向量组的线性相关性的定义及判断定理，最大无关组的求法；

3.教学难点：向量组的线性相关性的定义及判断定理。

1. 教学内容：向量组线性相关性，向量组的秩；

2. 时间安排：2学时；

3. 教学方法：讲授与讨论相结合；

4. 教学手段：黑板讲解与多媒体演示.





基本内容 备注

第二节 向量组的线性相关性

定义 给定向量组 maaaA ,,,: 21  ，如果存在不全为零的数

mkkk ,,, 21  使

02211  mmakakak 

则称向量组 A是线性相关的 否则称它线性无关

说向量组 maaaA ,,,: 21  线性相关 通常是指 2m 的情形

但定义 4 也适用于 1m 的情形 当 1m 时 向量组只含一个

向量 对于只含一个向量 a的向量组 当 0a 时是线性相关

的 当 0a 时是线性无关的 对于含 2个向量 21 ,aa 的向量组

它线性相关的充分必要条件是 21 ,aa 的分量对应成比例 其

几何意义是两个向量共线 3个向量线性相关的几何意义是三

向量共面

向量组 )2(,,,: 21 maaaA m 线性相关 也就是在向量组 A

中至少有一个向量能由其余 1m 个向量线性表示 这是因为

如果向量组 A线性相关 则有不全为 0 的数 mkkk ,,, 21  使

02211  mmakakak 

因为 mkkk ,,, 21  不全为 0 不妨设 01 k 于是便有

)    (1
22

1
1 mmkk

k
aaa 

即 1a 能由 maaa ,,, 32  线性表示

如果向量组 A中有某个向量能由其余 1m 个向量线性表示

不妨设 ma 能由 121 ,,, maaa  线性表示 即有 121 ,,, m  使



112211  mmm aaaa  

于是 0)1(112211   mmm aaaa  

因为 1,,,, 121 m  这m个数不全为 0 所以向量组 A线性相关

向量组的线性相关与线性无关的概念也可移用于线性方程

组 当方程组中有某个方程是其余方程的线性组合时 这个

方程就是多余的 这时称方程组(各个方程)是线性相关的

当方程组中没有多余方程 就称该方程组(各个方程)是线性

无关(或线性独立)

向量组 maaaA ,,,: 21  构成矩阵 ),,,( 21 maaaA  向量组 A

线性相关 就是齐次线性方程组

02211  mmaxaxax  即 0Ax 有非零解

定理 向量组 maaaA ,,,: 21  线性相关的充分必要条件是它

所构成的矩阵 ),,,( 21 maaaA  的秩小于向量个数m 向量组线

性无关的充分必要条件是 mAR )( .

例 1.试讨论n维单位坐标向量组的线性相关性

解: n维单位坐标向量组构成的矩阵为

),,,( 21 neeeE 

是 n阶单位矩阵 由 01|| E 知 nER )( 即 )(ER 等于向

量组中向量个数 故由定理 4知此向量组是线性无关的

例 2.已知 Ta )1,1,1(1  , Ta )5,2,0(2  , Ta )7,4,2(3  ,

试讨论向量组 321 ,, aaa 及向量组 21 ,aa 的线性相关性

解: 对矩阵 ),,( 321 aaa 施行初等行变换变成行阶梯形矩阵

即可同时得出矩阵 ),,( 321 aaa 及 ),( 21 aa 的秩 利用定理 4 即可得

出结论
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可见 2),,( 321 aaaR 故向量组 321 ,, aaa 线性相关 同时可见

2),( 21 aaR 故向量组 21 ,aa 线性无关

例3．已知向量组 321 ,, aaa 线性无关 211 aab  ， 322 aab  ，

133 aab  试证向量组 321 ,, bbb 线性无关

证明一 设有 321 ,, xxx 使

0332211  bxbxbx

即 0)()()( 133322211  aaxaaxaax

亦即 0)()()( 332221131  axxaxxaxx

因为 321 ,, aaa 线性无关 故有
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0
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32

21

31

xx
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由于此方程组的系数行列式 02
110
011
101



故方程组只有零解 0321  xxx 所以向量组 321 ,, bbb 线性无关

证明二

把 已 知 的 三 个 向 量 等 式 写 成 一 个 矩 阵 等 式
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110
011
101

) , ,() , ,( 321321 aaabbb

记作 AKB  设 0Bx ，将 AKB  代入得 0)( KxA 。 因为矩阵

A 的列向量组线性无关 所以可推知 0Kx 又因

02|| K 知方程 0Kx 只有零解 0x 所以矩阵 B的列向量



组 321 ,, bbb 线性无关

证三 把已知条件合写成
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110
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) , ,() , ,( 321321 aaabbb

记作 AKB  因为 02|| K ， 知K可逆 根据上章所述矩阵

的性质 4知 )()( ARBR 

因为 A的列向量组线性无关 根据定理 4 知 3)( AR 从

而 3)( BR 定理 4 知 B的列向量线性无关 即 321 ,, bbb 线性无

关

本例给出三种证法 这三种证法都是常用的 证明一的

关键步骤是 按定义4把证明向量线性无关转化为证明齐次线

性方程没有非零解；证明二的证明过程与证明一相同 只是在

叙述时改用矩阵形式；证明三也采用矩阵形式 并用了矩阵的

秩的有关知识 还用了定理 4 从而可以不涉及线性方程而

直接证得结论

线性相关是向量的一个重要性质 下而介绍与之有关的

一些简单的结论

定理 5 (1)若向量组 maaaA ,,,: 21  线性相关 则向量组

121 ,,,,: mm aaaaB  也线性相关 反之 若向量组B线性无关

则向量组 B也线性无关

(2) m个 n维向量组成的向量组 当维数 n小于向量个数

m时一定线性相关 特别地 1n 个 n维向量一定线性相关

(3) 设 向 量 组 maaaA ,,,: 21  线 性 无 关 而 向 量 组

baaaB m ,,,,: 21  线性相关 则向量 b必能由向量组 A线性表示



且表示式是唯一的

证明 这些结论都可利用定理 4来证明

(1) 记 ),,,( 21 maaaA  ， ),,,,( 121  mm aaaaB 

有 1)()(  ARBR 若向量组 A线性相关 则根据定理

4 mAR )( 从而 11)()(  mARBR 因此根据定理 4 知向

量组B线性相关

结论(1)是对向量组增加 1 个向量而言的 增加多个向量

结论也仍然成立 即设向量组 A是向量组 B的一部分(这时称

A组是 B组的部分组) 于是结论(1)可一般地叙述为 一个

向量组若有线性相关的部分组 则该向量组线性相关 特别

地 含零向量的向量组必线性相关 一个向量组若线性无关

则它的任何部分组都线性无关

(2) m个 n维向量 maaa ,,, 21  构成矩阵 ),,,( 21 mmn aaaA 

有 mAR )( 若 mn  则 mAR )( 故m个向量 maaa ,,, 21 

线性相关

(3)记 ),,,( 21 maaaA  ， ),,,,( 21 baaaB m 有 )()( BRAR 

因 A 组线性无关 有 mAR )( 因 B 组线性相关 有

1)(  mBR 所以 1)(  mBRm 即有 mBR )(

由 mBRAR  )()( 根据上章定理 4 知方程组

bxaaa m ),,,( 21 

有唯一解 即向量 b能由向量组 A线性表示 且表示式是唯

一的

例 4. 设向量组 321 ,, aaa 线性相关 向量组 432 ,, aaa 线性无关

证明 (1) 1a 能由 32 ,aa 线性表示

(2) 4a 不能由 321 ,, aaa 线性表示



证明 (1) 因 432 ,, aaa 线性无关 由定理 5(1)知 32 ,aa 线性无

关 而 321 ,, aaa 线性相关 由定理 5(3)知 1a 能由 32 ,aa 线性表

示 (2)用反证法 若 4a 能由 321 ,, aaa 线性表示 由(1)

知 1a 能由 32 ,aa 线性表示 故 4a 能由 32 ,aa 线性表示 与

432 ,, aaa 线性无关矛盾

第三节 向量组的秩

一、最大无关组与向量组的秩

定义 5 设有向量组 A ,如果在 A 中能选出 r 个向量

1 2, , , ra a a ，满足

（1）向量组 0A ： 1 2, , , ra a a ，线性无关,

（2）向量组 A中任意 1r  个向量（如果有 1r  个向量的话）都

是线性相关的；

那末称 0A 是向量组 A的一个最大线性无关向量组,简称最

大无关组。 最大无关组所含向量的个数 r称为向量组 A的秩,记

为 AR 。

只含零向量的向量组没有最大无关组,规定它的秩为 0。

一般来说,向量组的最大无关组不是唯一的

二、矩阵的秩与向量组秩的关系

定理 矩阵的秩等于它的列向量组的秩,也等于它的行量

组的秩.

证明 设矩阵 ),,,( 21 mmn aaaA  ,且 rAR )( ,并设 r阶子式

0rD .据定理 2可知, rD 所在的 r个列向量线性无关.又由



于 A中所有的 r阶子式都为 0,再由定理 2 知,A 中的任意

1r 个列向量都线性相关.因此, rD 所在的 r列是 A的列

向量组的一个最大无关组,所以 A的列向量组的秩等于 r .

类似的可证,矩阵 A的行向量组的秩也等于矩阵 A的秩 )(AR .

例 5.求下列向量组的秩和它的一个最大无关组：

.

6
1

1
1

,

9
1
1
2

,

6
3
1

1

,

3
2
2
1

4321
























































































 aaaa

解: 组成矩阵 ),,,( 4321 aaaaA  ,用初等行变换把 A变成行阶

梯形矩阵.





















0000
2000
1110
1211

~A

知 3)( AR ,所以,向量组 4321 ,,, aaaa 的秩等于 3 .

因为,向量组 421 ,, aaa 构成的矩阵经初等行变换可以变成

421 ,, aaa ~



















000
200
110
111

所以,向量组 421 ,, aaa 的秩为 3,因此向量组 421 ,, aaa 线性无关。

于是 421 ,, aaa 是向量组 4321 ,,, aaaa 的一个最大无关组。

三、最大无关组的等价定义

定义 设有向量组 0A ： 1 2, , , ra a a ，是向量组 A的一个部分组,

且满足



（1）向量组 0A 线性无关,

（2）向量组 A中的任个向量都能由向量组 0A 线性表示；

那末称 0A 是向量组 A的一个最大无关组。

例 6.设齐次线性方程组















075
032
022

4321

421

4321

xxxx
xxx
xxxx

的 全 体 解 向 量 构 成 的 向 量 组 为 S , 求 S 的 秩 。 解 :






















7511
1032
2121

A ～





















9630
3210
2121

～


















0000
3210
2121

于是得同解方程组








432

431

32
43

xxx
xxx

令 ,13 cx  ,24 cx  得通解： ,

1
0
3
4

0
1
2

3

21

4

3

2

1

















 










































cc

x
x
x
x

记 .

1
0
3
4

,

0
1
2

3

21

















 






















 

则 ,2211  ccX  于是   212211 ,ccccXS 

即 S能由向量组 21 , 线性表示。又因为 21 , 的四个分量显

然不成比例,故 21 , 线性无关,从而 21 , 是 S 的最大无关

组, 2SR 。

定理2 向量组 lbbb ,,, 21  能由向量组 maaa ,,, 21  线性表示的

充要条件是 ),,,,,,,(),,,( 212121 lmm bbbaaaRaaaR 



定理 '3 若向量组B能由向量组 A线性表示,则 AB RR  。

例 7.设向量组B能由向量组 A线性表示,且它们的秩相等,

证明向量组 A与向量组B等价。

例 8.设矩阵



























97963
42264
41211
21112

A

求矩阵 A的列向量组的一个最大无关组,并把不属于最大无关

组的列向量用最大无关组线性表示。

回顾和小结

1.向量组的线性相关性定义；

2.向量组的线性相关性定理；

3.向量组的秩概念；

4.向量组的秩的求法;

复习思考题或作业题

2. 复习思考题：

若 rAR )( 则 A有没有 r阶的余子式？

2. 作业题: P109 13（1），14（2），15



复习思考题或作业题

1. 通过学习，学员们初步理解向量组的线性

相关性与线性无关性的概念及其简单性质。了解向

量组的相关性的判定定理、向量组的秩概念以及求

法；

2. 对向量组的线性相关性的判定方法以及

向量组的秩求法方面有待加强。

第（13）次课 授课时间（ ）

教学章节 第四章 第 7 节 学时 2 学时

教材
和参考书

1.《线性代数》(第四版)同济大学编；2. 同济大学 胡一鸣编《线

性代数辅导及习题精解》;3.孙建东等编《线性代数知识点与典型

例题解析》。

1. 教学目的：掌握齐次线性方程组解的性质和基础解系的概念；会求齐次线性

方程组的基础解系和通解；掌握非齐次线性方程组解的结构并会

求解非齐次线性方程组；

2. 教学重点：求解齐次及非齐次线性方程组的基础解系和通解；

3. 教学难点: 求解齐次及非齐次线性方程组的基础解系和通解.



1. 教学内容: 线性方程组的解的结构；

2.时间安排: 2 小时；

3. 教学方法：讲授;

4. 教学手段:板演与多媒体相结合。

基本内容 备注

第四节 线性方程组的解的结构

设有n元齐次线性方程组  0 1Ax 

若 1 1 2 2, , , n nx c x c x c   是 ⑴ 的解，记





















nc

c
c


2

1

 称为方程组 ⑴ 的解向

量.

齐次方程组的解的性质：



性质 1 若 1 2,  为（1）的两个解（向量），则 1 2  也是（1）的

解.

性质 2 若为（1）的解（向量），k为任意实数，则 k 也是（1）

的解.

如果⑴的全体解向量所组成的集合记为U ，则U 是一个向量空

间. 称为齐次方程组 ⑴ 的解空间.

齐次方程组⑴的解空间U 的一个基也称为齐次方程组⑴的一个

基础解系. 具体说，如果 1 2, , , n   是⑴的一组解向量，且满足

[1] 向量 1 2, , , n   组线性无关；

[2] 齐次方程组⑴的每个解都可由 1 2, , , n   线性表示；

那么称 1 2, , , n   为齐次方程组⑴的一个基础解系.

如果 1 2, , , n   是齐次方程组⑴的一个基础解系，那么⑴的所有解

都可表为

1 1 2 2 n nk k k    

其中 1 2, , , nk k k 为任意实数,称上式为齐次方程组⑴的通解.

定理 6 n元齐次线性方程组  0 1Ax 

的解空间的维数为 n r ，即⑴的基础解系含 n r 个解，其中  R A r .

证明 设  R A r ，用初等行变换化系数矩阵 A为行最简形矩阵,

不妨令为



 2

00000

00000
100

010
001

1,

21,2

11,1

1





























 















rnrr

nr

nr

bb

bb
bb

A

于是得到与⑴同解的方程组：

)3(

22,11,

222,211,22

122,111,11

























nrnrrrrrrr

nnrrrr

nnrrrr

xbxbxbx

xbxbxbx

xbxbxbx







对自由未知量 1 2, , ,r r nx x x   分别取值

,

0

0
1

2

1










































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n

r

r

x

x
x

,

0

1
0
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


































1

0
0

,




代入⑶的右端依次可得：

,

1,

1,2

1,1

2

1




































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
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











rr

r

r

r b

b
b

x

x
x
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,

2,

2,2

2,1
































rr
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
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
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








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n
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b


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于是得到⑶的 n r 个解:

,

0

0
1

1,
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
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0

1
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










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
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


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
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n

n

b

b
b

下面证明解向量组






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


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r

rr

r

r

b

b
b

b

b
b

b

b
b



是⑶的一个基础解系，从而它们也是⑴的一个基础解系.

首先，据定理 3⑵可知， rn ,,, 21  线性无关.

其次证明⑶的任意解都可由 rn ,,, 21  线性无关.

设






























n

r

r














1

1

是⑶的一个解.根据齐次方程组解的性质可知，向量

rnnrr    2211

也是⑶的一个解，由于与的后面的 n r 个分量对应相等，因此

  rnnrr    2211

即可由 rn ,,, 21  线性表示.

这就证明了, rn ,,, 21  是方程组（3），从而也是齐次方程组

（1）的一个基础解系， 所以，⑴ 的基础解系含 n r 个解.

例 1. 求下列齐次线性方程组的基础解系与通解.















0
0223
0322

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

解: 对系数矩阵 A作初等行变换,将其变为行最简形矩阵,得



2 1 2 3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 3 4
3 2 1 2 0 1 4 5 0 1 4 5 0 1 4 5
1 1 1 1 0 1 4 5 0 0 0 0 0 0 0 0

A r r r
          

                     
                

  

于是得同解方程组








432

431

54
43
xxx

xxx

令 ,
1
0

,
0
1

4

3

























x
x

可得 ,
5
4

,
4

3

2

1


























x
x

即得基础解系：

.

1
0
5
4

,

0
1
4

3

21








































 

并得方程组的通解 ,2211

4

3

2

1

 cc

x
x
x
x





















., 21 Rcc 

例 2. 设 1 2,  是齐次方程组的一个基础解系，证明 1 2 2,k   也是

这个方程组的一个基础解系,其中数 0k  .

证明 根据齐次方程组解的性质可知， 1 2 2,k   也是齐次方程组

0Ax  的两个解．因为 1 2,  是基础解系，所以向量组 1 2,  线性无关.

因此向量组 1 2 2,k   也线性无关，于是 1 2 2,k   是此齐次方程组的两

个线性无关的解．

因为 0Ax  的基础解系含有两个解，因此它的两个线性无关的解

1 2 2,k   也是基础解系.

设非齐次线性方程组  4Ax b

（4）的解也记为向量.

非齐次线性方程组的解具有性质：

性质 3 设 1 2,  都是（4）的解，则 1 2  是对应的齐次方程组



 0 5Ax 

的解.

性质 4 设是（4）的解，是（5）的解，则  是（4）的解.

若 * 是（4）的一个解，则（4）的任意一个解都可以表示为

   ，其中是（5）的某个解.

由此及性质 4 可知，非齐次线性方程组（4）的通解为

rnrnkkk 
   2211

其中 1 2, , , n r    是（5）的一个基础解系， 1 2, , , n rk k k  是任意实数.

例 3. 求解方程组














42
15242

232

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx

解: 用初等行变换把增广矩阵 B 变为行最简形

1 2 1 3 2 1 2 1 3 2 1 2 1 0 7
2 4 2 5 1 0 0 1 1 3 0 0 0 1 3
1 2 1 1 4 0 0 0 2 6 0 0 0 0 0

B r r
        

             
            

 

知     2R B R A  ，所以方程组有解，并得同解方程组









3
27

4

321

x
xxx

取 2 30, 0x x  ，即得方程组的一个解
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





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3
0
0
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

对应的齐次方程组为








0
2

4

321

x
xxx
，可得基础解系 ,

0
1
0
1

,

0
0
1
2
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








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





 

方程组的通解为 ,211  cc  ., 21 Rcc 



也就是 Rcccc
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也可以把方程组








3
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4
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x
xxx

写成


















3

27

4
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x
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也就是 ,
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0
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3
0
0
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得通解为 Rcccc
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例 4.设线性方程组

 
  2

32

3
2

21

321

3
321

1



















xx
xxx
xxx

问取何值时，方程组有唯一解，无解，有无穷多解？在有无穷多解

时求其通解.

解： 用初等行变换化增广矩阵为行阶梯形

     

2 2 2

1 1 1 1 1 1
1 1 1 2 3 0 3
0 3 0 0 3 1 3

B r
   
      

      

   
         

           


由此可知

1. ,3)()(30  BRAR时，且当  方程组有唯一解.

2. ),()(,2)(,1)(0 BRARBRAR  时，当 方程组无解.



3. ，时，当 2)()(3  BRAR 方程组有无穷多个解.

此时，

1 1 2 3 1 0 1 1
1 1 2 3 0 1 1 2
0 3 3 6 0 0 0 0

B r
      

          
      



有同解方程组







32

31

2
1

xx
xx

此方程组得通解为 .,
1
1
1

0
2
1

3

2

1
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x
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


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
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
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
































回顾和小结

小 结：

1.齐次线性方程组解的性质和基础解系的概

念.

2.计算齐次线性方程组的基础解系和通解.

3.非齐次线性方程组解的结构.

4.求解非齐次线性方程组.

复习思考题或作业题

思考题：P110 21，23，24。

作业题：

P110 22（1），（3），29，33

实施情况及分析

1.通过 2 小时学习，大部分学员掌握齐次线性

方程组解的性质和基础解系的概念；会求齐次线性

方程组的基础解系和通解.

2.求解非齐次线性方程组的运算能力还有待加

强。



第（14）次课 授课时间（ ）

教学章节 第四章 第 5 节 学时 2 学时

教材
和参考书

1.《线性代数》(第四版)同济大学编；2. 同济大学 胡一鸣编《线

性代数辅导及习题精解》;3.孙建东等编《线性代数知识点与典型

例题解析》。

1. 教学目的：了解向量空间，向量空间的基与维数的概念；掌握齐次线性方程

组解的性质和基础解系的概念；并会求齐次线性方程组的基础解

系和通解；

2. 教学重点：求解线性方程组的基础解系和通解；

3. 教学难点：求解线性方程组的基础解系和通解.

5. 教学内容: 向量空间；

6. 时间安排: 2 小时；

7. 教学方法：讲授;

8. 教学手段:板演与多媒体相结合.



基本内容 备注

第五节 向量空间

定义 6 设V 是 n维向量的集合，如果集合V 非空，且对任意

Vba , 和任意实数，都有 ,, VaVba   那么称集合V 为向量空间.

例 1. 3 维向量的全体 3R 是一个向量空间, 由单个零向量组成的

集合也是一个向量空间.

例 2. 集合  RxxxxV n
T

n  ,,|),,,,0( 22  是一个向量空间.

例 3. 集合  RxxxxV n
T

n  ,,|),,,,1( 22  不是向量空间.

定义 7 设有向量空间U及V ,若 ,VU  就称U是V 的子空间.

定义 8 设V 为向量空间，如果 r个向量 ,,,, 21 Vaaa r  且满足

⑴ 1 2, , , ra a a 线性无关；

⑵ V 中任意向量都可由 1 2, , , ra a a 线性表示.

那么，向量组 ,,,, 21 Vaaa r  就称为V 的一个基，称 r为向量空间V 的

维数，并说V 是 r维向量空间.

例 1中 3R 的维数为 3 ，因为  1 1,0,0 T  ，  1 0,1,0 T  ，  1 0,0,1 T  是

3R 的一个基.

例 2中 V 的维数为 1n  ,因为

,,)0,0,,1,0,0(,)0,0,,0,1,0( 32  TT   T
n )1,0,,0,0,0( 

是它的一个基.

事实上， r维向量空间中的 r个线性无关的向量就可以组成它的



一个基.

如果向量 1 2, , , ra a a 是向量空间V 的一个基, 则

 RaaaV rrr   ,,,| 212211 

例 4. 设  RaaaaV T  |)3,2,( ，问V 是否为向量空间？若是向

量空间，试求出它的一个基和它的维数.

解：因为，对任意的 ,)3,2,(,)3,2,( Vbbbyaaax TT  和任意的

R  ，都有 ,x y V x V   . 所以，V 是向量空间.

因为向量  1,2,3 T V 线性无关，且每个  , 2 ,3 Tx a a a V  ，都可由

 1,2,3 T
表示为，  1,2,3 Tx a ，所以向量组  1,2,3 T

是V 的一个基. V 是 1

维向量空间.



回顾和小结

小 结：

1.向量空间，向量空间的基与维数的概念.

2.齐次线性方程组解的性质和基础解系的概

念.

3.求解齐次线性方程组的基础解系和通解的

方法

复习思考题或作业题

思考题：向量组的秩与向量空间的基关系？

作业题：

P112 36，39，40

实施情况及分析

1.通过 2 小时学习，大部分学员掌握了解向

量空间以及向量空间的基与维数的概念；

2.理解了齐次线性方程组解的性质和基础

解系的概念；

3.对求齐次线性方程组的基础解系和通解的

方法有了进一步的提高。



第（15）次课 授课时间（ ）

教学章节 第五章 第 1 节 学时 2 学时

教材

和参考书

1.《线性代数》(第四版)同济大学编；2. 同济大学 胡一鸣编《线

性代数辅导及习题精解》;3.孙建东等编《线性代数知识点与典型

例题解析》。

1.教学目的：掌握向量的内积、向量长的概念.掌握正交矩阵和正交变换的定义.

了解规范正交向量组的概念，能够运用正交化公式将线性无关的向

量组规范正交化；

2.教学重点：用正交化公式将线性无关的向量组规范正交化；

3.教学难点：用正交化公式将线性无关的向量组规范正交化.

1. 教学内容：向量的内积、长度及正交性；

2. 时间安排：2学时；

3. 教学方法：讲授与讨论相结合；

4. 教学手段：黑板讲解与多媒体演示.



基本内容 备注

第一节 预备知识：向量的内积

定义 1 设有n维向量 ,, 2

1

2

1









































nn y

y
y

y

x

x
x

x


令

  1 1 2 2, n nx y x y x y x y   

称 ,x y 为向量 x与 y的内积.

易知,  , Tx y x y .

内积具有下列性质：

1.    , ,x y y x ;

2.    , ,x y x y  ；

3.      , , ,x y z x z y z   ;

4.  , 0x x  ，当且仅当时 0x  时 , 0x x  .

其中 , ,x y z是为向量，为实数.

定义 2 非负实数 22
2

2
1],[ nxxxxxx   称为 n维向量 x的

长度（范数）.

向量的长度具有性质：

1. ,0x ;0,0  xx 时当且仅当

2. ;xx  

3. .yxyx 

长为 1 的向量称为单位向量. 若向量 0x  ,则
1 x
x

是单位向量.



例 1.





















































3
1

3
1

3
1

21
21

0

0
0
1

，， 都是 3维单位向量.

如果 , 0x y  ，那么称向量 x与 y正交.

正交向量组: 一组两两正交的非零向量.

例 2.试求一个非零向量与向量


































1
2

1
,

1
1
1

21 aa 都正交.

解：设所求的向量为 ,

3

2

1


















x
x
x

x 那么它应满足







02
0

321

321

xxx
xxx

由
1 1 1 1 0 1
1 2 1 0 1 0

A r   
       

得






02

31

x
xx
，取向量

1
0
1

x
 
   
 
 

即为所求.

定理 1 正交向量组必线性无关.

证 明 设 向 量 组 1 2, , , ra a a 是 正 交 向 量 组 , 若 有 一 组 数

r ,,, 21  使

.02211  rraaa  

以 1
Ta 左乘上式两边，得 ,0111 aaT 因为 1 0a  ，所以

2
1 1 1 0Ta a a  ，因此

必有 1 0  .

类似的可证 .032  r 

于是向量组 1 2, , , ra a a 线性无关.

例 3. 向量组
































0
1
1

0
0
1
， 线性无关，但不为正交向量组.

规范正交向量组: 由单位向量构成的正交向量组.



向量组 1 2, , , re e e 为规范正交向量组，当且仅当









 .,,2,1,
.,0
;,1

],[ rji
ji
ji

ee ji 
当

当

设向量组 1 2, , , ra a a 线性无关，则必有规范正交向量组 1 2, , , re e e 与

1 2, , , ra a a 等价.

正交化：

取 ;11 ab 

;
],[
],[

1
11

21
22 b

bb
abab 

;
],[
],[

],[
],[

2
22

32
1

11

31
33 b

bb
abb

bb
abab 

.
],[
],[

],[
],[

],[
],[

1
11

1
2

22

2
1

11

1




 r
rr

rrrr
rr b

bb
abb

bb
abb

bb
abab 



单位化： .1,,1,1
2

2
21

1
1 r

r
r b

b
eb

b
eb

b
e  取

于是， 1 2, , , re e e 是规范正交向量组，且与 1 2, , , ra a a 等价.

例 4. 把向量组 1 2

1 1
1 , 1
1 1

a a
   

       
   
   

规范正交化.

解： 正交化：取 1 1b a ；

 1
11

12
22 ],[

],[ b
bb
baab

















1
1
1


















1
1
1

3
1 .

1
1
2

3
2


















再单位化：取


































1
1
2

6
11,

1
1
1

3
11

2
2

21
1

1 b
b

eb
b

e

1 2,e e 即为所求.



例 5. 已知 1

1
1

1
a

 
   
 
 

，求向量 2 3,a a 使 1 2 3, ,a a a 为正交向量组.

解：因为向量 2 3,a a 都与向量 1a 正交，所以对齐次方程组

0321  xxx ，取它的一个基础解系


































1
0
1

,
0
1
1

32 bb

再把 2 3,b b 正交化即为所求 2 3,a a . 也就是取

,
0
1
1

22















 ba 2

22

32
33 ],[

],[ a
aa
baba 


















1
0
1


















0
1
1

2
1 .

2
1
1

2
1


















向量组 1 2 3, ,a a a 是所求正交向量组.

定义 3 设 n维向量 1 2, , , re e e 是向量空间V 的一个基, 如果向量

组 1 2, , , re e e 为规范正交向量组，则称 1 2, , , re e e 是V 的一个规范正交基.

定义 4 如果 n阶矩阵 A满足 TA A E ，那么称 A为正交矩阵.

例 6. ,
cossin
sincos








 



,

2
1

2
10

2
1

2
10

001








































010
100

001
都是正交

矩阵.

n阶矩阵 A为正交矩阵的充分必要条件是 A的列（行）向量组是

规范正交向量组.

或者说, n阶矩阵 A为正交矩阵的充分必要条件是 A的列（行）

向量组构成向量空间 nR 的一个规范正交基.

设n阶矩阵  1 2, , , nA a a a  ,其中 1 2, , , na a a 是 A的列向量组.

A为正交矩阵，即是



 n
T
n

T

T

T aaa

a

a
a

AAE 
 21
2

1













































n
T
n

T
n

T
n

n
TTT

n
TTT

aaaaaa

aaaaaa
aaaaaa







21

22212

12111

亦记

.,,2,1,
.,0

;ji ,1









 nji
ji

aa j
T
i 

由此可见， A为正交矩阵的充分必要条件是 A的列（行）向量组

是规范正交向量组.

变量 1 2, , , nx x x 与变量 1 2, , , ny y y 之间的关系式

 
















nnnnnn

nn

nn

ypypypx

ypypypx
ypypypx






2211

22221212

12121111

叫做从变量 1 2, , , ny y y 到变量 1 2, , , nx x x 的线性变换.

线性变换的系数构成矩阵   ,
nnijpP


 于是线性变换（＊）就可以记为

x Py ., 2

1

2

1









































nn y

y
y

y

x

x
x

x


其中

定义 5 若P为正交矩阵，则线性变换 x Py 称为正交变换.

正交变换具有下列性质：

(1)正交变换保持两向量内积不变;

(2)正交变换保持向量的长度不变(保距性);

(3)正交变换保持向量的夹角不变(保角性);

(4)正交变换把标准正交基仍变为标准正交基.



例 7.










cossin
sincos

12

211

yyx
yyx

与


















323

322

11

2
1

2
1

2
1

2
1

yyx

yyx
yx

都为正交变换.

若线性变换 x Py 为正交变换， ,a b 为任意两个向量.那么

   .,, baPbPa  这是因为        ,,, babaPbPaPbPaPbPa TTTT  特别的，

.aPa 



回顾和小结

小 结：

1.向量的内积、向量长度、夹角的概念.

2.正交矩阵和正交变换的定义.

3.规范正交向量组的概念，施米特正交化公式

4.线性无关的向量组的规范正交化.

复习思考题或作业题

思考题：向量的正交、线性无关之间关系？

作业题：

P138 1（2），2，3

实施情况及分析

1.通过 2 小时学习，大部分学员掌握了向量

的内积、向量长度、夹角的概念；

2.掌握了正交矩阵和正交变换的定义.

3.了解规范正交向量组的概念，能够运用施

米特正交化公式将线性无关的向量组规范正交

化



第（16）次课 授课时间（ ）

教学章节 第五章 第 2、3节 学时 2 学时

教材
和参考书

1.《线性代数》(第四版)同济大学编；2. 同济大学 胡一鸣编《线

性代数辅导及习题精解》;3.孙建东等编《线性代数知识点与典型

例题解析》。

1. 教学目的：掌握特征值与特征向量的概念，计算特征值与特征向量的方法；

掌握相似矩阵的概念、主要性质及矩阵与对角矩阵相似的条件；

2. 教学重点: 计算特征值与特征向量的方法,矩阵与对角矩阵相似的条件；

3. 教学难点: 计算特征值与特征向量的方法, 矩阵与对角矩阵相似的条件.

1. 教学内容: 方阵的特征值与特征向量，相似矩阵

2. 时间安排: 2 小时；

3. 教学方法：讲授;

4. 教学手段:板演与多媒体相结合.



授课内容

基本内容 备注

第二节 方阵的特征值与特征向量

定义 6 设 A是 n阶矩阵，如果有 0 和 n维非零列向量 p使得

 10 pAp 

那么数 0 称为方阵 A的特征值，非零向量 p称为 A的对于特征值 0 的

特征向量.

行列式















nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

EA







21

22221

11211

是 的 n次多项式，称

为方阵 A的特征多项式.

方程 0 EA  称为n 阶矩阵 A的特征方程.

(1)式也可写成    200  pEA 

于是，矩阵 A的特征值 0 是它的特征方程 A E 的根， 0 的特征

向量 p是齐次线性方程组  0 0A E x  的非零解.

求 n阶方阵 A的特征值与特征向量的方法：

1 求出矩阵的 A特征多项式, 即计算行列式 .EA 

2 特征方程 0A E  的解（根） 1 2, , , n   就是 A的特征值.

3 解齐次线性方程组   0iA E x  ，它的非零解都是特征值 i 的特征

向量.



例 1． 求矩阵



















201
034
011

A 的特征值和特征向量.

解： A的特征多项式为

  212
201

034
011







 





 EA

所以， A的特征值为 .1,2 321  

当 1 2  时，解方程组  2 0A E x  由

3 1 0 1 0 0
2 4 1 0 0 1 0

1 0 0 0 0 0
A E r

   
        
   
   



得基础解系 ,
1
0
0

1















p 所以特征值 2i  的全部特征向量为 1kp ，其中 k为

任意非零数.

当 2 3 1   时，解方程组   0A E x  .由

2 1 0 1 0 1
4 2 0 0 1 2

1 0 1 0 0 0
A E r

   
        
   
   



得基础解系 ,
1
2
1

2


















p 所以特征值 2 3 1   的全部特征向量为 2kp ，其中

k是任意非零数.

例 2. 求矩阵



















142
252

001
A 的特征值和特征向量.

解: A的特征多项式为



  213
142

252
001







 




 EA

所以， A的特征值为 .1,3 321  

当 1 3  时，解方程组(A - 3E)x = 0.由

2 0 0 1 0 0
2 2 2 0 1 1
2 4 4 0 0 0

A E r
   
         
       



得基础解系 ,
1
1
0

1















p 所以特征值 1 3  的全部特征向量为 1kp ，其中 k为

任意非零数.

当 2 3 1   时，解方程组   0A E x  .由

0 0 0 1 2 1
2 4 2 0 0 0
2 4 2 0 0 0

A E r
   

         
       



得基础解系 ,
1
0
1

,
0
1
2
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































 pp 所以特征值 2 3 1   的全部特征向量为

2 3kp lp ，其中 k， l不同时为零.

例 3. 求矩阵





















314
020
112

A 的特征值与特征向量.

解： ,)2)(1(
314

020
112

2





 





 AE

得特征值 .2,1 321  

当 1 1   时,解方程   0A E x  ，得基础解系 1

1
0
1

p
 
   
 
 

，所以对应于



1 1   全部特征向量为  1 0kp k 

当 2 3 2   时, 解方程  2 0A E x  ，

得基础解系 2 1

0 1
1 , 0
1 4

p p
   
       
      

，所以对应于 2 3 2   的全部特征向量为

2 3kp lp ，其中 k， l不同时为零.

例 4. 如果矩阵 ,2 AAA 满足 则称 A是幂等矩阵. 试证幂等矩阵

的特征值只能是 0 或 1.

证明 设 )0(,


 A 两边左乘矩阵 A, 得

.2


 AAA

由此可得 .0)( 2


 

因为 ,0


 所以有 ,02  得 .10   或

※由证明过程可得结论, 若  是 A的特征值, 则 2 是 2A 的特征值.

进而 k 是 kA 的特征值

定理 2 设 1 2, , , n   是方阵 A的特征值， 1 2, , , np p p 依次是与之对

应的特征向量,如果 1 2, , , n   各不相等，那么 1 2, , , np p p 线性无关.

证明 对特征值的个数m用数学归纳法.

由于特征向量是非零向量，所以， 1m  时定理成立.

假设 1m  个不同的特征值的特征向量是线性无关的，令

1 2, , , mp p p 依次为m个不等的特征值 1 2, , , m   对应的特征向量.

下面证明 1 2, , , mp p p 线性无关.

设有一组数 1 2, , , mx x x 使得

1 1 2 2 0 (1)m mx p x p x p   



成立.以 m 乘等式（1）两端，得

 2.01111   mmmmmmm pxpxpx  

以矩阵 A左乘式 (1)两端,得

 3.0111111   mmmmmm pxpxpx  

（3）式减（2）式得

.0)()( 111111   mmmmm pxpx  

根据归纳法假设， 1 2 1, , , mp p p  线性无关，于是  1 1 mx   

 1 1 0m m mx      .

但 ,0,,0 11   mmm   所以 , 1 10, , 0mx x   .这时（1）式

变成， 0m mx p  . 因为 0mp  ， 所以只有 0mx  .

这就证明了 1 2, , , mp p p 线性无关.

归纳法完成，定理得证.

例 5. 设 1 2,  是 A的特征值， 1 2,p p 依次是与之对应的特征向量，

若 1 2  ，那么向量组 1 2,p p 线性无关．

证明 设有一组数 1 2,x x 使得

 1 1 2 2 0 1x p x p 

成立.以 2 乘等式（1）两端，得

 2.0222121  pxpx 

以矩阵 A左乘式 (1) 两端,得

 3.0222111  pxpx 

（3）式减（2）式得 .0)( 1121  px 

因为 2 1 10, 0p    ，所以 1 0x  .这样（1）式变成， 2 2 0x p  . 因



为 2 0p  ，所以只有 2 0x  .

即证明了 1 2,p p 线性无关.

例 6. 设是方阵 A的特征值，为任意常数，试证是 A 的特

征值．

证明 因为是 A的特征值， 所以有向量 0p  使， .pAp 

于是，  A p p  ．所以 是 A 的特征值．

第三节 相似矩阵

定义 7 设 ,A B都是 n阶矩阵，若有可逆矩阵 P，使 1P AP B  ，则

称矩阵 A与 B相似，可逆矩阵P称为把 A变成B的相似变换矩阵.

相似矩阵有相同的行列式与相同的秩.

定理 3 若 n阶矩阵 A与B相似，则 A与 B的特征多项式相同, 从

而 A与B的特征值也相同.

证明 因为 A与B相似，所以有可逆矩阵P，使 1P AP B  ，故

PEPAPPEB )(11   

PEAP )(1   PEAP  1 .EA 

证毕.

推论 若 n 阶矩阵 A 与对角阵





















n





2

1

相似，则

1 2, , , n   即为 A的 n个特征值.

证明 因为 1 2, , , n   既是对角矩阵的 n特征值，由定理 3 知，



1 2, , , n   即为 A的 n个特征值.

定理 4 n阶矩阵 A与对角矩阵相似的充分必要条件是: A有 n

个线性无关的特征向量.

推论 如果n阶矩阵 A的特征值互不相等，则 A与对角矩阵相似．

定理 4 的证明 如果可逆矩阵 P，使 1P AP  为对角矩阵，也就是

. PAP

若记矩阵  1 2, , , nP p p p  ，其中 1 2, , , np p p 是 P的列向量

组, 就有

   

1

2
1 2 1 2, , , , , ,n n

n

A p p p p p p






 
 
 
 
 
 

 


即为    1 2 1 1 2 2, , , , , ,n n nAp Ap Ap p p p    ，于是有 i i iAp p ，

1,2,i n  .

再由P是可逆矩阵便可知， 1 2, , , np p p 就是 A的 n个线性无关

的特征向量.

反 之 ， 如 果 n 阶 矩 阵 A 有 n 个 线 性 无 关 的 特 征 向 量

1 2, , , np p p ，于是，应有数 1 2, , , n   ，使 i i iAp p ， 1,2,i n  .

以向量组 1 2, , , np p p 构成矩阵  1 2, , , nP p p p  ，则 P为可逆

矩阵，且 AP P ，其中 是以 1 2, , , n   构成的对角矩阵，也就是

1P AP  ，即 A与对角矩阵相似.

§2 例 1 中的 3 阶矩阵



















201
034
011

A 只有 2 个线性无关的特

征向量，所以它不可能与对角矩阵相似.



§2 例 2 中的矩阵



















142
252

001
A ， ,

1
1
0

1















p 是 A的特征值 3 的

线性无关的特征向量, ,
1
0
1

,
0
1
2
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































 pp 是 A的特征值 1 的线性无关

的特征向量.

于是， 3 阶矩阵 A恰有 3 个线性无关的特征向量 1 2 3, ,p p p ，所以

它能与对角矩阵相似.

令  1 2 3

0 2 1
, , 1 1 0

1 0 1
P p p p

 
    
 
 

，则P为可逆矩阵，且 1

3 0 0
0 1 0
0 0 1

P AP

 
   
 
 

.

例 1. 判断下列矩阵是否与对角矩阵相似，若是，求出相似变换

矩阵和对角矩阵．






















112
202
213

A

解: A的特征多项式为












112

22
213

|| EA










110

22
213

110
22
213

)1(





 


 2)1(  

因此 A的特征值为 .1,0 321  

当 1 0  时，解方程组  0 0A E x  ．由

3 1 2 1 1 0
2 0 2 0 1 1
2 1 1 0 0 0

A r
     

        
       





得基础解系 ,
1
1
1

1















p

当 2 3 1   时，解方程组   0A E x  .由

2 1 2 1 1 2 1
2 1 2 0 0 0
2 1 2 0 0 0

A E r
      

         
       



得基础解系


































1
0
1

,
0
1
2/1

32 pp

于是，3 阶矩阵 A有 3 个线性无关的特征向量，所以它能与对

角矩阵相似.

令

















101
011
12/11

P ，则可逆矩阵 P 为所求相似变换矩阵, 且


















100
010
000

1APP .

例 2．设 2 阶矩阵 A的特征值为 1, -5, 与特征值对应的特征向

量分别为     ,1,2,1,1 TT  求 A.

解： 因为 2 阶矩阵 A有 2个互异的特征值，据定理 4 的推论，

A能与对角矩阵相似.

取 










11

21
P ，应有 












50
011APP ，所以

1

50
01 










 PPA 




























3/13/1

3/23/1
50

01
11

21













12
43

例 3．社会调查表明，某地劳动力从业转移情况是：在从农人员

中每年有 3/4 改为从事非农工作，在非农从业人员中每年有 1/20 改



为从农工作. 到 2000 年底该地从农工作和从事非农工作人员各占全

部劳动力的 1/5 和 4/5，试预测到 2005 年底该地劳动力从业情况以

及经过多年之后该地劳动力从业情况的发展趋势．

解：到 2001 年底该地从农工作和从事非农工作人员占全部劳动

力的百分比分别为

5
4

20
1

5
1

4
1

 和
5
4

20
19

5
1

4
3



如果引入 2 阶矩阵  ijA a ，其中 12 1 20a  ，表示每年非农从业人员中

有 1/20 改为从农工作. 4/321 a 表示每年从农人员中有 3/4 改为从

事非农工作. 于是有 









20/194/3
20/14/1

A

再引入 2 维列向量,其分量依次为到某年底从农工作和从事非

农工作人员各占全部劳动力的百分比．如向量 









5/4
5/1

x 表示到 2000

年底该地从农工作和从事非农工作人员各占全部劳动力的 1/5 和

4/5．那么，2001 年底该地从农工作和从事非农工作人员各占全部劳

动力的百分比就可由下述运算得出

Ax 

















5/4
5/1

20/194/3
20/14/1






















5
4

20
19

5
1

4
3

5
4

20
1

5
1

4
1











100/91
100/9

于是，到 2005 年底该地从农工作和从事非农工作人员各占全部

劳动力的百分比应为 ,5xA k年后该地劳动力的从业情况可由计算

kA x而得.

矩阵 A的特征多项式



)1)(15(

20
19

4
3

20
1

4
1

|| 



 




EA

得 A的特征值 1 1 5  ， 1 1  .据定理 4 的推论， A能与对角矩阵相似.

求特征值 1 1 5  对应的特征向量，得
1
1

 
  

.

求特征值 1 1  对应的特征向量，得
1

15
 
 
 

.

取矩阵
1 1
1 15

P  
   

，则 P为可逆矩阵，且使得 .
10
05/11








 APP

因为 1 15 11
1 116

P  
  

 
，所以

xPPxPPxA 1
5

1
5

5

10
0)5/1(

10
05/1 







































1

)5/1(
151
11 5
















 
11
115

16
1









5/4
5/1






















6

6

5
1115
5
111

16
1

类似的，第 k年底该地劳动力的从业情况为
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按此规律发展，多年之后该地从农工作和从事非农工作人员占全部劳

动力的百分比趋于
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即 ，多年之后该地从农工作和从事非农工作人员各占全部劳动力的



6/100 和 94/100.

例 4. 如果 


















10
11

,
10
01

BA 那么  21   EBEA

于是 A与B的特征多项式 相同，但 A与 B 不相似.

特征多项式相同的矩阵未必相似.

例 5. 已知















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x
A
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与
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
















100
00
002

yB 相似, 求 ,x y .

解: 因为相似矩阵有相同的特征值, 故 ,A B有相同的特征值 2,

y , -1.

根据特征方程根与系数的关系, 有 .2),1(202 yAyx 

而 2A   ，故 0, 1x y  .



回顾和小结

小 结：

1. 惯性定理；

2. 正（负）定二次型与正（负）定矩阵的概

念；

3．实二次型﹑实对称矩阵是否为正定的判断。

复习思考题或作业题

思考题：方阵可对角化的条件？ P138 14

作业题:

P138 7，8，10，12，15



实施情况及分析

1.通过 2 小时学习，大部分学员掌握了特征

值与特征向量的概念.

2.掌握了计算特征值与特征向量的方法.

3.理解相似矩阵的概念和主要性质.

4.对矩阵与对角矩阵相似的条件的掌握还有

待加强.

第（17）次课 授课时间（ ）

教学章节 第五章第 4 节 学时 2 学时

教材
和参考书

1.《线性代数》(第四版)同济大学编；2. 同济大学 胡一鸣编《线

性代数辅导及习题精解》;3.孙建东等编《线性代数知识点与典型

例题解析》。

1.教学目的：了解对称矩阵的特征值与特征向量的性质，正交相似变换矩阵

将对称矩阵化为对角矩阵；

2.教学重点：正交相似变换矩阵将对称矩阵化为对角矩阵；

3.教学难点：正交相似变换矩阵将对称矩阵化为对角矩阵



1. 教学内容：对称矩阵的对角化

2. 时间安排：2学时；

3. 教学方法：讲授与讨论相结合；

4. 教学手段：黑板讲解与多媒体演示.

授课内容

基本内容 备注



第四节 对称矩阵的相似矩阵

定理 5 实对称矩阵的特征值为实数.

的特征值，是实对称矩阵设证 A x为对应的特征向量.即 .xxA  于是有

  ,xxAxxAxx TTT      xxxAxxAxAxx TTTTT 及

两式相减， ,0)(  xxT得 因为 p≠0, ,0xxT所以

，故   .为实数即

定理 6 的两个特征值，是实对称矩阵设 A21  , 21 , pp 依次是它们对

应的特征向量. ,21  若 则 1p 与 2p 正交.

证明 由已知有

)1(111 ppA 

)2(222 ppA 

Tp1以 左乘（2）式的两端得 21221 )( ppApp TT 

因为 A是实对称矩阵，所以

)( 21 AppT 21)( pAp T 211 )( pp T 211 ppT

于是   .02121  ppT

，因为 21   ,021 ppT故 即 p1与 p2 正交.

定理 7 设 A 为n阶对称矩阵，则必有正交矩阵 P ,使  PAP 1 ，

其中 是以 A的n个特征值为对角元素的对角矩阵.

，，，，的互不相等的特征值为设证明 mA  21 它们的重

数依次为 ，，，， mrrr 21 于是, nrrr m  21 .根据定理 5 及定理

7 知， i对应特征值 恰有 ir 个线性无关的实特征向量, 把它们正交

单 位 化 ， 即 得 ir 个 单 位 正 交 的 特 征 向 量 , mi ,,, 21 . 由



nrrr m  21 . 知这样的特征向量恰有 n个. 又实对称矩阵不等

的特征值对应的特征向量正交( 根据定理 6 )，故这n个特征向量构

成规范正交向量组.以它们为列构成矩阵 P ,则为 P 正交矩阵，并有

 PAP 1 ,,,11 mmrr  个个的对角元素含其中对角矩阵  恰是 A的 n个

特征值.

推论 设 A为n阶对称矩阵, 的特征方程的是A r 重根,

，的秩则矩阵 rnEAREA  )(    从而特征值 恰有 r个线性无

关的特征向量.
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回顾和小结

小 结：

1. 二次型的概念；

2.用正交变换化二次型成标准形的方法及步骤；

3.用配方法化二次型成标准形的方法

复习思考题或作业题

思考题：

1．二次型的标准型唯一吗？标准型与特征

值之间有何关系？

2．化二次型   323121321 ,, xxxxxxxxxf  为标

准形并写出所做的可逆变换

作业题：

习题五第 27（1，2）、30(1,3)

实施情况及分析

1.通过学习学员解对称矩阵的特征值与特征

向量的性质，正交相似变换矩阵

将对称矩阵化为对角矩阵；

2.对正交相似变换矩阵将对称矩阵化为对

角矩阵等方面有待加强.



第（18）次课 授课时间（ ）

教学章节 第五章第 5、6节 学时 2 学时

教材
和参考书

1.《线性代数》(第四版)同济大学编；2. 同济大学 胡一鸣编《线

性代数辅导及习题精解》;3.孙建东等编《线性代数知识点与典型

例题解析》。

1．教学目的：掌握二次型、二次型的标准形、合同等概念,会用正交变换将二次

型化为标准形；掌握配方法化二次型成标准形的方法；

2. 教学重点：用正交变换化二次型成标准型、配方法化二次型成标准形；

3. 教学难点：用正交变换化二次型成标准型、配方法化二次型成标准形。

1. 教学内容：二次型及其标准形、用配方法化二次型成标准形

2. 时间安排：2学时；

3. 教学方法：讲授与讨论相结合；

4.教学手段：黑板讲解与多媒体演示.



基本内容 备注

第五节 二次型及其标准形

变量 nxxx ,,, 21  的二次齐次多项式

nnn xxaxxaxxaxaxxxf 1131132112
2
11121 222),,,(  

nn xxaxxaxa 223223
2
222 22    2

nnn xa

称为n元二次型, 简称为二次型．

Rija ：称 ),,,( 21 nxxxf  为实二次型（本章只讨论实二次型）

Cija ：称 ),,,( 21 nxxxf  为复二次型.

一、二次型的概念

定义 1 含有 n个变量 nxxx ,,, 21  的二次齐次函数

),,,( 21 nxxxf  = 22
222

2
111 nnnxaxaxa  

)1(222 1,131132112 nnnn xxaxxaxxa  

称为二次型.

1．矩阵表示： ,ijji aa 若取 ijjijiijjiij xxaxxaxxa 2则 于是(1)式

可写成

),,,( 21 nxxxf  )2(
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对二次型(1),记 ,
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则二次型(1)又表示为 ),,,( 21 nxxxf  xAxT

其 中 A 为 对 称 矩阵 , 叫 做 二 次型 ),,,( 21 nxxxf  的 矩 阵 , 也 把

),,,( 21 nxxxf  叫做对称矩阵 A的二次型.对称矩阵 A的秩,叫做二次型



),,,( 21 nxxxf  xAxT 的秩.

2．标准形：二次型 ),,,( 21 nxxxf  经过可逆的线性变换
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即用(3) 代入 (1) ,还是变成二次型.那么新二次型的矩阵与原二次

型的矩阵 A 的关系是什么？

找可逆线性变换 yCx  , 即
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


























nnnnn

n

n

n y

y
y

ccc

ccc
ccc

x

x
x









2

1

21

22221

11211

2

1

)0det( C

使得 22
22

2
1121 nnn ykykykxxxf   ),,,( .

介绍二次型的规范型。

3．合同矩阵

可逆线性变换 (3),记作 Cyx  , ).( ijcC 其中矩阵 把可逆的线性

变换 Cyx  代入二次型 Axxf T ，得二次型

yCACyyCAyCxAxf )()()( TTTT 

就是说,若原二次型的矩阵为 A ,那么新二次型的矩阵为 ACC T ,

其中C 是所用可逆线性变换的矩阵．

定义 2 设 A和B是 n 阶矩阵,若有可逆矩阵 C,使得 ACCB T ,则

称矩阵 A和 B合同。

结论:设有可逆矩阵C ,使 ACCB T ,如果 A为对称矩阵,则 B也

为对称矩阵,且 )()( BRAR  .



证明 因为 A是对称矩阵, 即 AAT  ,所以

BCACCACACCB TTTTTTTT  )()( ,

即B为对称矩阵.

因为 ACCB T ,所以 )()()( ARACRBR  .

因为 11  BCCA T )( ,

所以 )()()( BRBCRAR  1 ,故得 )()( BRAR  .

二、化二次型为标准形

主要问题：求可逆的线性变换

)3(

2211

22221212

12121111
















nnnnnn

nn

nn

ycycycx

ycycycx
ycycycx







将二次型 (1) 化为只含平方项,即用(3) 代入 (1) ,能使

),,,( 21 nxxxf  )4(22
22

2
11 nn ykykyk  

称（4）为二次型的标准形.（二次型的标准型不唯一）

也就是说,已知对称矩阵 A ,求一个可逆矩阵 C 使 ACCT 为对角矩

阵.

定理 1 ),(
,

jiij

n

ji
jiij aaxxaf  

1
任意二次型 总有正交变换 Pyx  ,

使 f f 化为标准形

22
22

2
11 nn yyyf    ,

.)(,,, 21 的特征值的矩阵是其中 ijn aAf  

例 1.写出二次型 2
33221

2
1 242 xxxxxxf  的矩阵.



解: 二次型的矩阵为 .
330
322

021


















A

例 2. 求一个正交变换 Pyx  ,把二次型

434232413121 222222 xxxxxxxxxxxxf 

化为标准形.

解: f 的矩阵



























0111
1011
1101
1110

A

A的特征多项式 )3()1()( 3  

求正交矩阵Q和对角矩阵 , 使得 AQQT ：
















































2121210
2121210
2121021
2121021

Q ,























3
1

1
1

正交变换 yQx  ：标准形 2
4

2
3

2
2

2
1 3 yyyyf  .

第六节 用配方法化二次型成标准形

用正交变换化二次型为标准形，其特点是保.持几何形状不变．问

题：有没有其它方法，也可以把二次型化为标准形？

问题的回答是肯定的。下面介绍一种行之有效的方法——拉格朗

日配方法．

例 1． 化二次型 2
332

2
23121

2
1 2224 xxxxxxxxxf  为标准形,并求所

用的变换矩阵.

2
332

2
23121

2
1 2224 xxxxxxxxxf  ）（解 :

2
332

2
232

2
3

2
2

2
321 22442 xxxxxxxxxxx  ))(



2
332

2
2

2
321 363)2( xxxxxxx 

2
32

2
321 )(3)2( xxxxx 













33

322

3211 2

xy
xxy
xxxy

令 ，












33

322

3211 2

yx
yyx
yyyx

即

就把 f 化成标准形 ,3 2
2

2
1 yyf 

所用线性变换矩阵为

















100
110
121

C

例 2． 化二次型 323121 3 xxxxxxf 

解：令












33

212

211

yx
yyx
yyx

，代入，再配方可得

32
2
231

2
1 3 yyyyyyf  32

2
2

2
3

2
31 4

9)
2
3( yyyyyy 

2
3

2
3

2
32

2
31 4

9)
4
1)

2
1(()

2
3( yyyyyy 

2
3

2
32

2
31 2)

2
1()

2
3( yyyyy 




















33

322

311

2
1
2
3

yz

yyz

yyz

令




















33

322

311

2
1
2
3

zy

zzy

zzy

即

就有 .2 2
3

2
2

2
1 zzzf 

所用变换矩阵为































































100
111
211

100
2
110
2
301

100
011
011

C



回顾和小结

小 结：

1. 二次型的概念；

2.用正交变换化二次型成标准形的方法及步骤；

3.用配方法化二次型成标准形的方法

复习思考题或作业题

思考题：

1．二次型的标准型唯一吗？标准型与特征

值之间有何关系？

2．化二次型   323121321 ,, xxxxxxxxxf  为标

准形并写出所做的可逆变换

作业题：

习题五第 27（1，2）、30(1,3)

实施情况及分析

通过学习学员了掌握二次型、二次型的标准

形、合同等概念,会用正交变换和配方的方法将

二次型化为标准形.化二次型成标准形的方法，

尚需加强训练.



第（19）次课 授课时间（ ）

教学章节 第五章 第 7 节 学时 2 学时

教材
和参考书

1.《线性代数》(第四版)同济大学编；2. 同济大学 胡一鸣编《线

性代数辅导及习题精解》;3.孙建东等编《线性代数知识点与典型

例题解析》。

1.教学目的：掌握正（负）定二次型与正（负）定矩阵的概念. 能够判断实二次

型﹑实对称矩阵是否为正定的；

2.教学重点：判断实二次型﹑实对称矩阵是否为正定的；

3.教学难点：判断实二次型﹑实对称矩阵是否为正定的

1. 教学内容：正定二次型.

2. 时间安排：2学时；

3. 教学方法：讲授与讨论相结合；

4. 教学手段：黑板讲解与多媒体演示.



授课内容

基本内容 备注

第七节 正定二次型

定理 1 设实二次型 Axxf T ,它的秩为 r ,有两个可逆变换 Cyx 

及 Pzx  使

),0(22
22

2
11  rrr kykykykf 

和 ),0(22
22

2
11  rrr zzzf  

则 rkkk ,,, 21  中正数的个数与 r ,,, 21  中正数的个数相等．

注：这个定理称为惯性定理，不证明。

定义 1 设有二次型 Axxxf T)( ,如果对任何 0x ,都有

0)( xf (显然 0)0( f ),则称 f 为正定二次型，并称对称阵 A是正定

的；如果对任何 0x ,都有 0)( xf ,则称 f 为负定二次型，并称对称

阵 A是负定的

定理 2 n元实二次型 Axxxf T)( ,为正定的充分必要条件是：它

的标准形的n个系数全为正.

证明 设可逆变换 Cyx  使 22
22

2
11)()( nn ykykykCyfxf  

先证充分性.

设 ),,2,1(0 nik i  . 任 给 0x ， 因 为 C 是 可 逆 矩 阵 ,

,01   xCy所以 故 0)()( 22
22

2
11  nn ykykykCyfxf  ,即二次型为正

定的.

再证必要性.



用反证法. 假设有 0sk , 则当 sey  时， )( sCef ,0 sk 其中 se 是

第 s个分量为1其余分量都为 0 的 n维向量. ,0sCe显然 这与 f 为正定

相矛盾.因而 ),,2,1(0 nik i  .

推 论 对称矩阵 A为正定的充分必要条件是: A的特征值全为

正．

定理 3 对称矩阵 A为正定矩阵的充分必要条件是： A的各阶主

子式都为正. 即

.0,,0,0

1

111

2221

1211
11 

nnn

n

aa

aa
A

aa
aa

a







对称矩阵 A为负定矩阵的充分必要条件是：奇数阶主子式为负，而偶

数阶主子式为正，即

),,2,1.(0)1(

1

111

nr
aa

aa

rrr

n
r 





 .

这个定理称为霍尔维茨定理。

注：不证明.

例 1.判别二次型   323121
2
3

2
2

2
1321 48455,, xxxxxxxxxxxxf  是

否正定.

例 2.判别二次型   31
2
3

2
2

2
1321 4542,, xxxxxxxxf  是否正定.

（ .6,4,1 321   正定）

例 3.判别二次型 xzxyzyxf 44465 222  的正定性.

解: f 的矩阵为 ,
402

062
225





















A



各阶顺序主子式：

,080,026
62

25
,05

2221

1211
11 




 A
aa
aa

a

故 f 是负定二次型.



回顾和小结

小 结：

3. 惯性定理；

4. 正（负）定二次型与正（负）定矩阵的概

念；

3．实二次型﹑实对称矩阵是否为正定的判断。

复习思考题或作业题

思考题：设 BA, 分别为 n阶正定矩阵，是判定分块

矩阵 









B
A

C
0

0
是否为正定矩阵。

作业题：

习题五第 32(1,3)

实施情况及分析

1.通过学习学员知道惯性定理的内容，掌握

正（负）定二次型与正（负）定矩阵的概念. 能

够判断实二次型﹑实对称矩阵是否为正定的。

2.对实二次型﹑实对称矩阵是否为正定的判

断尚需进一步加强。



第（20）次课 授课时间（ ）

教学章节 全书复习 学时 2 学时

教材

和参考书

1.《线性代数》(第四版)同济大学编；2. 同济大学 胡一鸣编《线

性代数辅导及习题精解》；3.孙建东等编《线性代数知识点与典型

例题解析》。

1.教学目的：对所学过的知识进行复习,和对常用例题进行讲解；

2.教学重点：例题讲解；

3.教学难点：综合性例题

1.教学内容：全书复习；

2.时间安排：2 学时；

3.教学方法：讲授与讨论相结合；

4.教学手段：黑板讲解与多媒体演示。



基本内容 备注

知识点回顾

第一部分：基本要求（计算方面）

1． 四阶行列式的计算；

2． N 阶特殊行列式的计算（如有行和、列和相等）；

3． 矩阵的运算（包括加、减、数乘、乘法、转置、逆等的混合运

算）；

4． 求矩阵的秩、逆（两种方法）；

5． 含参数的线性方程组解的情况的讨论；

6． 齐次、非齐次线性方程组的求解（包括唯一、无穷多解）；

7． 讨论一个向量能否用和向量组线性表示；

8． 讨论或证明向量组的相关性；

9． 求向量组的极大无关组，并将多余向量用极大无关组线性表

示；

10． 将无关组正交化、单位化；

11． 求方阵的特征值和特征向量；

12． 讨论方阵能否对角化，如能，要能写出相似变换的矩阵及对角

阵；

13． 通过正交相似变换（正交矩阵）将对称矩阵对角化；

14． 写出二次型的矩阵，并将二次型标准化，写出变换矩阵；

15． 判定二次型或对称矩阵的正定性。



第二部分：基本知识

一、行列式

1．行列式的定义

用个元素组成的记号称为 n阶行列式。

（1）它表示所有可能的取自不同行不同列的 n 个元素乘积的代数

和；

（2）展开式共有项，其中符号正负各半；

2．行列式的计算

1． 一阶行列式，二、三阶行列式有对角线法则；

2． 阶（）行列式的计算：降阶法

定理：阶行列式的值等于它的任意一行（列）的各元素与其对

应的代数余子式乘积的和。

方法：选取比较简单的一行（列），保保留一个非零元素，其余

元素化为 0，利用定理展开降阶。

3． 特特情况

（1） 上、下三角形行列式、对角形行列式的值等于主对角线上

元素的乘积；

（2） 行列式值为 0 的几种情况：

Ⅰ 行列式某行（列）元素全为 0；

Ⅱ 行列式某行（列）的对应元素相同；

Ⅲ 行列式某行（列）的元素对应成比例；

Ⅳ 奇数阶的反对称行列式。



二．矩阵

1．矩阵的基本概念（表示符号、一些特殊矩阵――如单位矩阵、

对角、对称矩阵等）；

2．矩阵的运算

（1）加减、数乘、乘法运算的条件、结果；

（2）关于乘法的几个结论：

①矩阵乘法一般不满足交换律（若，称是可交换矩阵）；

②矩阵乘法一般不满足消去律、零因式不存在；③若为同阶

方阵，则；

3．矩阵的秩

（1）定义 非零子式的最大阶数称为矩阵的秩；

（2）秩的求法 一般不用定义求，而用下面结论：

矩阵的初等变换不改变矩阵的秩；阶梯形矩阵的秩等于非零行的

个数（每行的第一个非零元所在列，从此元开始往下全为 0 的矩阵称

为行阶梯阵）。

求秩：利用初等变换将矩阵化为阶梯阵得秩。

4．逆矩阵

（1）定义：为 n 阶方阵，若，称可逆，是的逆矩阵（满足半边也

成立）；

（2）性质： ，；

（3）可逆的条件：

① ； ②; ③



（4）逆的求解

①伴随矩阵法 ；

②初等变换法

5．用逆矩阵求解矩阵方程：

①，则；

②，则；

③，则

三、线性方程组

1．线性方程组解的判定

定理：

2．齐次线性方程组

（1）解的情况：

，（或系数行列式）只有零解；

，（或系数行列式）有无穷多组非零解。

（2）解的结构：

。

（3）求解的方法和步骤：

①将增广矩阵通过行初等变换化为最简阶梯阵；

②写出对应同解方程组；

③移项，利用自由未知数表示所有未知数；

④表示出基础解系；

⑤写出通解。



3．非齐次线性方程组

（1）解的情况：

利用判定定理。

（2）解的结构：

。

（3）无穷多组解的求解方法和步骤：

与齐次线性方程组相同。

（4）唯一解的解法：

有克莱姆法则、逆矩阵法、消元法（初等变换法）。

四、向量组

1．维向量的定义

注：向量实际上就是特殊的矩阵（行矩阵和列矩阵）。

2．向量的运算：

（1）加减、数乘运算（与矩阵运算相同）；

（2）向量内积 ；

（3）向量长度

（4）向量单位化 ；

（5）向量组的正交化（施密特方法）

设线性无关，则

，

，



，………。

3．线性组合

（1）定义 若，则称是向量组的一个线性组合，或称可以用向量

组的一个线性表示。

（2）判别方法 将向量组合成矩阵，记

，

若 ，则可以用向量组的一个线性表示；

若 ，则不可以用向量组的一个线性表示。

（3）求线性表示表达式的方法：

将矩阵施行行初等变换化为最简阶梯阵，则最后一列元素就是表

示的系数。

4．向量组的线性相关性

（1）线性相关与线性无关的定义

设，

若不全为 0，称线性相关；

若全为 0，称线性无关。

（2）判别方法：

① ，线性相关；

，线性无关。

②若有个维向量，可用行列式判别：

，线性相关（无关）

5．极大无关组与向量组的秩



（1）定义 极大无关组所含向量个数称为向量组的秩

（2）求法 设)，将化为阶梯阵，则的秩即为向量组的秩，而每

行的第一个非零元所在列的向量就构成了极大无关组。

五、矩阵的特征值和特征向量

1．定义 对方阵，若存在非零向量和数使

，则称是矩阵的特征值，向量称为矩阵的对应于特征值的特征向

量。

2．特征值和特征向量的求解：

求出特征方程的根即为特征值，将特征值代入对应齐次线性方程

组中求出方程组的所有非零解即为特征向量。

3．重要结论：

（1）可逆的充要条件是的特征值不等于 0；

（2）与的转置矩阵有有相同的特征值；

（3）不同特征值对应的特征向量线性无关。

六、矩阵的相似

1．定义 对同阶方阵、，若存在可逆矩阵，使，则称与相似。

2．求与对角矩阵相似的方法与步骤（求和）：

1 求出所有特征值；

2 求出所有特征向量；

3 若所得线性无关特征向量个数与矩阵阶数相同，则可对角化

（否则不能对角化），将这个线性无关特征向量组成矩阵即为相似变

换的矩阵，依次将对应特征值构成对角阵即为。



3．求通过正交变换与实对称矩阵相似的对角阵：

方法与步骤和一般矩阵相同，只是第三歩要将所得特征向量正交

化且单位化。

七、二次型

1．定义 元二次多项式称为二次型，若，则称为二交型的标准型。

2．二次型标准化：

配方法和正交变换法。正交变换法步骤与上面对角化完全相同，

这是由于对正交矩阵，，即正交变换既是相似变换又是合同变换。

3．二次型或对称矩阵的正定性：

（1）定义（略）；

（2）正定的充要条件：

①为正定的充要条件是的所有特征值都大于 0；

②为正定的充要条件是的所有顺序主子式都大于 0；

例题讲解

例 1 计算．

解 ：

例 2 计算 .

解法 1 ： “”



解法 2： 加边法

例 3 设 满足, 求．

解：并项：

左乘：

计算：

例 4 求解, ,

解：

(1) ：同解方程组为

基础解系 , 特解

通解为 （为任意常数）

(2) ：同解方程组为

基础解系 , ,

特解

通解为 （为任意常数）

例 5 向量组：, , ,



求向量组的一个最大无关组。

解： 对矩阵 进行初等行变换可得

(1) ：

的 1,2,3,4 列线性无关的 1,2,3,4 列线性无关

故是的一个最大无关组；

(2) ：

的 1,2,3 列线性无关的 1,2,3 列线性无关

故是的一个最大无关组．

例 6

用正交变换化为标准形．

解 ：的矩阵

的特征多项式

的两个正交的特征向量 ,

的特征向量

正交矩阵

正交变换：标准形

例 7 ,秩．

(1) 求；



(2) 用正交变换化为标准形．

解： (1) 的矩阵 （显见）

(2)

的特征向量依次为

, , （两两正交）

正交矩阵

正交变换

标准形

例 8 设的一个特征向量为, 求数及的

全体特征值与特征向量．

解 ：

：

由此可得：对应特征值只有 1个线性无关的特征向量, 而特征

方程的基础解系为, 全体特征向量为。

例 9 设方阵的特征值, 对应的特征向量分别为, 证明：

(1) 不是的特征向量；

(2) ,线性无关．

证明 (1) 反证法．若, 则



线性无关 矛盾！

故不是的特征向量．

(2) 设数组使得 , 则

线性无关

即．故,线性无关．



回顾和小结

小结：

1．知识点回顾

2．例题讲解;

复习思考题或作业题

作业题：

对 2007，2008 年考试卷子

以及复习例题汇总复习

实施情况及分析

1.通过学习使学员掌握线性代数的常用计

算方法和步骤；

2.学员的综合性掌握不够，有待加强锻炼
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