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教学教案设计（续页）

第一 章 行列式

§1.1 n 阶行列式定义

教学目的：使学生了解和掌握 n 级排列、逆序逆序数奇排列偶排列 n 阶行列式定义及行列

式的计算

教学重点：n阶行列式定义及计算

教学难点：n阶行列式定义

一、导入 线性方程组和矩阵在工程技术领域里有着广泛的应用，而行列式就是研究线性

方程组的求解理论和矩阵理论的重要工具。

二、新授

（一） 二阶、三阶行列式

对于二元线性方程组
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采用加减消元法从方程组里消去一个未知量来求解，为此：

第一个方程乘以 a22与第二个方程乘以 a12相减得

（a11a22－a21a12）x1= b1a22- b2a12

第二个方程乘以 a11与第一个方程乘以 a21相减得

（a11a22－a21a12）x2=a11b2-a21b1

若 a11a22－a21a12≠0，方程组的解为
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容易验证（1.2）式是方程组(1.1)的解。

称 a11a22－a21a12为二阶行列式，它称为方程组（1.1）的系数行列式，记为 D。我们若记
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方程组的解（1.2）式可写成
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对三元线性方程组
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与二元线性方程组类似，用加减消元法可求得它的解：
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为方程组（1.3）的系数行列式, Dj (j=1,2,3)是将 D的第 j列换成常数列而得到的行列式。

二阶、三阶行列式可用对角线法则计算。

为研究高阶行列式的结构，下面考察等式（1.4）：

（1.4）式也可写成如下形式
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这里 j1 j2 j3是 1，2，3的一个排列， 
321 jjj
表示对所有的 3级排列求和。

(二) n 阶行列式的定义

1. 定义：把由 n2
个数排成 n行 n列的
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称为 n阶行列式,它等于所有取自(1.5)中属于不同行同列的 n个元素的乘积

nnjjj aaa 
21 21

的代数和。这里 j1 j2 … jn是 1，2，…，n的一个排列，当τ(j1 j2 … jn)是偶数时，乘积

项前面取正号，当τ(j1 j2 … jn)是奇数时，乘积项前面取负号。亦可以将这一定义写成
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等式（1.6）右边表示此n阶行列式的展开式，亦表示n阶行列式的值。

当 n=2 或 n=3 时(1.6)式表示二阶或三阶行列式,我们还规定一阶行列式|a|的值等于 a。

2. 例:计算行列式
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解:



4132231441322314
)4321(

41

32

23

14

4 )1(

000
000
000

000

aaaaaaaa

a
a

a
a

D  

4331241243312412
)2413(

43

31

24

12

4 )1(

000
000

000
000

aaaaaaaa

a
a

a
a

D  

根据例中（1），对于 n阶对角行列式可证得下面的结论：
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例 5 求下面四阶上三角行列式的值
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解：根据行列式的定义可知，若乘积项不为零，第一列只能取 a11，第二列两个非零元

素只能取 a22，第三列三个非零元素只能取 a33，第四列四个非零元素只能取 a44，故此

4433221144332211
)1234(

44

3433

242322

14131211

)1(

000
00

0
aaaaaaaa

a
aa
aaa
aaaa

 

对于 n阶上、下三角行列式，我们可以证得以下结论：
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由此，设法将一般高阶行列式化成三角行列式再求值，是计算行列式的一种简单方便的方法。

（三）n级排列 及其奇偶性

1.定义：由 n个数 1，2，3，……，组成的一个有序数组称为一个 n级排列。

例 1 4321 是一个 4级排列，35241 是一个 5级排列．123…n 是一个 n级排列，它是唯

一一个按着由小到大的次序组成的 n级排列,称它为 n级标准排列．



2.定义：在一个排列中的两个数，如果排在前面的数大于排在后面的数，则称这两个数

构成一个逆序。在一个排列中逆序的总数称为这个排列的逆序数。

排列 j1 j2 … jn 的逆序数记为 τ(j1 j2 … jn)。

逆序数为奇数的排列称为奇排列，

逆序数为偶数的排列称为偶排列。

例 3 在 4级排列中，τ(3412)=2+2=4，故 4级排列 3412 为一个偶排列。

τ(2341)=1+1+1=3，故 4级排列 2341 为一个奇排列。

定理 1.1：一个排列中的任何两个元素对换，排列改变奇偶性

§1.2 n 阶行列式的基本性质

教学目的：了解和掌握 n阶行列式的基本性质

教学重点： n阶行列式的基本性质

教学难点：n阶行列式基本性质及利用行列式的性质计算行列式

一、导入：复习第一节内容

二、新授

（一）定义：将行列式 D的行列位置互换后所得的行列式称为 D 的转置行列式，记为 DT
。

即
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（二）性质

性质 1：行列式 D与它的转置行列式 DT
值相等，即 D=DT

。

性质 1说明行列式中行与列的地位是相同的，所以凡对行成立的性质，对列也成立。

性质 2：行列式中任意两行（列）互换后，行列式的值仅改变符号。

若设
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性质 3：若行列式中有两行（列）元素完全相同，则行列式值等于零。



证明： 设行列式
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将 i行与 j行交换，由性质 2得 D=－D，于是 2D=0，即 D=0。

由行列式的定义可直接证得：

性质 4：以数 k乘行列式的某一行（列）中所有元素，就等于用 k去乘此行列式。即
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或者说，若行列式的某一行（列）中所有元素有公因子，则可将公因子提取到行列式记

号外面。

性质 5：若行列式中有一行（列）的元素全为零，则行列式的值等于零。

根据性质 3、性质 4可推出：

性质 6：若行列式中有两行（列）的元素成比例，则行列式的值等于零。

由行列式定义可证得：

性质 7：若行列式的某一行（列）的元素都是两数之和，则这个行列式等于两个行列式

之和。即
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根据性质 4、6、7可证得：

性质 8：若在行列式的某一行（列）元素上加上另一行（列）对应元素的 k倍，则行列

式的值不变。即
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在计算行列式时，为了便于检查运算的正确性，一般注明每一步运算的依据。为此我们

约定采用如下的记号：



用 ri+krj表示在行列式的第 i行元素上加上（减去）第 j行对应元素的 k倍。

用 ci+kcj表示在行列式的第 i列元素上加上（减去）第 j列对应元素的 k倍。

（三） 例 1计算
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例 2 计算
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解：这个行列式的特点是各列 4个数之和都是 7，所以有
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例 3 计算行列式

235
99101297
113



解：根据行列式的性质有
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例 4 计算行列式
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例 5 解下列方程
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解：（1）这是一个用 n阶行列式表示的方程，在这个方程中，未知量 x的最高次是 n，

所以方程有 n个根。解这类方程的基本思路是先用行列式的性质将其化简，写出未知中量 x

的多项式，然后再求出它的根。这个方程左端是一个 n阶字母行列式设为 Dn，计算时需要一

些技巧。先化简行列式。
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提取因子

于是原方程式为 [x+（n－1）b]（x－b）n-1
=0

解得原方程的解为 x1=（1－n）b，x2=x3=…=xn=b 。

（2） 因为
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于是原方程式为 5（x－4）（x+5）=0，解得 x1=4，x2=-5。

练习

用行列式的性质证明：
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3. 小结：本节学习了 n级排列、逆序逆序数奇排列偶排列 n 阶行列式定义及行列式的

计算，n阶行列式的基本性质，应掌握利用行列式的性质计算行列式的方法

§1.3 n 阶行列式的按行(列)展开

教学目的：使学生了解和掌握 n阶行列式的按行(列)展开

教学重点：n阶行列式的按行(列)展开

教学难点：n阶行列式的按行(列)展开

一、 导入

二、 新授

（一）造零降阶法

1. 定义：在 n阶行列式

nnnn

n

n

n

aaa

aaa
aaa

D







21

22221

11211



中，把元素 aij所在的第 i行和第 j列划去后所留下的 n-1 阶行列式称作元素 aij的余子式，

记作 Mij，并记 Aij =（-1）
i+j Mij

Aij称作元素 aij的代数余子式。

2. 例 1 在四阶行列式
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Dn  中元素的余子式和代数余子式分别为
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M  A23 = （－1）
2+3M23 =－M23

在三阶行列式
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3 D 中元素的余子式和代数余子式分别为
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3+1M31=－3

（二）. 定理 1：一个 n阶行列式，如果其中第 i 行所有元素除 aij外都为零，则这个行列

式等于元素 aij与它的代数余子式 Aij的乘积，即

D=aij Aij

证明：分两种情形来证。首先证明位于第 1行第 1列的情形，此时行列式为

nnnn

n
n

aaa

aaa
a

D







21

22221

11 00



由行列式定义，并注意到第可 1行中除第 1列外其余列元素全为零。可将 Dn表示为

n

n

n
njj

jjj
j

jj
n aaaaD 




3

32

2

2
3211

)1()1(  

而按行列式定义 又有

n

n

n
njj

jjj
j

jj aaaM 



3

32

2

2
32

)1(
11 )1(  

于是 Dn = a11 M11 又 A11 = （－1）
1+1M11 = M11

从而 Dn = a11 A11

再证一般情形。此时行列式可设为

把 Dn行列作如下的调换：把 Dn的第 i行依次与第 i-1 行、第 i-2 行、…、第 1行对调，这

样aij就调到原来a1j的位置上，调换的次数为i-1。再把第j列依次与第j-1列、第j-2列、…、

第 1 列对调，这样元素就调到左上角 a11位置，调换次数为 j-1。最终经过 i+j-2 次调换，

把元素调到 a11位置，而所得的行列式应为

D1=（－1）
i+j-2D= （-1）

i+jD

由于 aij位于 D1的左上角，利用前面的结果，有 D1 =aijMij

于是 Dn = （-1）
i+jD1 =（-1）

i+jaijMij = aij Aij 。

例 2 计算行列式

nnnjn

ij

nj

n

aaa

a

aaa

D









1

1111

00



3351
1102

4324
2112

4







D

解：利用定理 1，先对第三行进行造零，则有

215
78
15

5
050
728
115

055
7210
114

0355
0100
73210
1114

31

34
31 2

4





















cc

cc
cc

D

例 3 计算行列式

44000
03300
00220
00011

108642

5







D

解：这个行列式从第二行开始，每一行元素之和都等于零，故此将第 2、3、4、5列分

别加到第 1列上得

7202430

4400
0330
0022
0001

30

44000
03300
00220
00010

1086430

5

















D

例 4 计算行列式

abbb

babb
bbab
bbba

Dn










解：本行列式具有每一行（列）元素之各都相同，因此把第 2、3、…、n-1 列都加到第一列

上，可得到



1)]()1([

000

000
000

1

])1([

1

1
1
1

])1([

)1(

)1(
)1(
)1(

13
12

1



























n

rr
rr

rr

n

babna

ba

ba
ba

bbb

bna

abb

bab
bba
bbb

bna

abbbna

babbna
bbabna
bbbbna

D

n
























提取因子

例 5 证明范德蒙（vandermonde）行列式：







nji

ij

n
n

nn

n

n

n xx

xxx

xxx
xxx

D
1

11
2

1
1

22
2

2
1

21

)(

111








证明：用数学归纳法证明。

当 n=2 时，有

12
21

2

11
xx

xx
D 

命题成立。

假设命题对 n-1 阶范德蒙行列式成立。

下面证明命题对 n-1 阶范德蒙行列式也成立。

22
3

2
2

22
3

2
2

32

11312

1
2

12
2

2

1122

112

11
2

1
1

22
2

2
1

21

111

)())((

)()(0

)()(0
0

111111

211
11

112
























n
n

nn

n

n

n

n
n
n

n

nn

nrxr
rxr

rxr

n
n

nn

n

n

n

xxx

xxx
xxx

xxxxxx

xxxxxx

xxxxxx
xxxx

xxx

xxx
xxx

D
nn

nn


























由命题假设



)()())(())((

111

133422423

22
3

2
2

22
3

2
2

32





 nnnn

n
n

nn

n

n

xxxxxxxxxxxx

xxx

xxx
xxx










代入上式，得





nji

ijn xxD
1

)( .

（三）行列式按某一行（列）展开定理

定理 2：n阶行列式 Dn的值等于它任一行（列）的各元素与其对应的代数余子式乘积之

和，即





n

k
ikikininiiii

nnnjn

iniji

nj

n AaAaAaAa

aaa

aaa

aaa

D
1

2211

1

1

1111











（i=1，2，…，n）
或者





n

k
kjkjjnjjjjj

nnnjn

iniji

nj

n AaAaAaAa

aaa

aaa

aaa

D
1

2211

1

1

1111











（j=1，2，…，n）

证明：

nnnn

ini

n

nnnn

inii

n

n

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

D

















21

221

11211

21

21

11211

0000000 












n

k
ikiknn

nnnn

in

n

nnnn

i

n

nnnn

i

n

AaAaAaAa

aaa

a

aaa

aaa

a

aaa

aaa

a

aaa

1
1112121111

2

21

11211

21

2

11211

21

1

11211

000000





























定理

类似地，可证明

Dn=a1j A1j + a2j A2j + … +anj Anj （ j=1 ， 2 ， … ， n ）

定理 2叫做行列式按行（列）展开法则。利用这一法则并结合行列式性质，可以化简行列式

的计算。

例 6 计算行列式

xy
yx

yx
yx

Dn

000
000

000
000










解：根据行列式的特点，对第一列用定理 2的方法展开可得

nnn

n

n

yx

yx
y

yx
y

y

x
yx

yx
yx

x

xy
yx

yx
yx

D

1

1

)1(

000
0000

000
0000

)1(

0000
000

000
000

000
000

000
000
































推论：n阶行列式 Dn的任一行（列）元素与另一行（列）的对应元素的代数余子式乘积

之和等于零。即

ai1Aj1 +ai2Aj2 +…+ainAjn =0 （i≠j）

a1iA1j +a2iA2j +…+aniAnj =0 （i≠j）

综合定理 1和推论可得出如下表达式：


 









n

k

n
jkik ji

jiD
Aa

1 )(,0
)(,

当

当

或 
 









n

k

n
kjki ji

jiD
Aa

1 )(,0
)(,

当

当

§1.4 克拉默法则



教学目的：克拉默法则及其应用、n元齐次线性方程组

教学重点：克拉默法则及其应用

教学难点：克拉默法则的证明

一、导入

二、新授

（一）定理 1.4(克莱姆法则)：如果线性方程组

















nnnnnn

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa







2211

22222121

11212111

（1.6）

的系数行列式不等于零，即

0

21

22221

11211



nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

D







则方程组（1.6）有唯一解

D
D

x 1
1  ，

D
Dx 2

2  ，…，
D
Dx n

n  (1.7)

其中 Dj (j=1,2,…,n)是把系数行列式 D中第 j列的元素用方程组右

端的常数项代替后所得到的 n阶行列式,即

nnnjnnjn

njj

j

aabaa

aabaa
D






111

11111111







证明：用系数行列式 D 中第 j 列元素的代数余子式 A1j ,A2j ,…,Anj依次乘方程组(1.6)

的 n 个方程,再把它们相加,得

   
   


n

k

n

k

n

k

n

k
kjknkjknjkjkjkjk AbxAaxAaxAa

1 1 1 1
11 ,)()()( 

根据定理 3 的推论可知,上式中 xj 的系数等于 D,而其余的系数均为零,等式右端即为

Dj 。于是有

Dxj = Dj （j=1，2，…，n） (1.8)

当 D≠0 时，方程组（1.6）有唯一的一个解(1.7)。

由于方程（1.8）与方程(1.6)是同解方程,故此,方程(1.6)的解一定是方程(1.8)的解。而方

程（1.8）仅有一个解（1.7），故方程（1,6）如果有解只可能是解（1.7）。下面验证解（1.7）

是方程（1.6）的唯一解。取一个两行相同的 n+1 阶行列式

nnnn

n

inii

aab

aab
aab







1

1111

1

（i =1，2，…，n）



它的值为 0，把它按第一行展开，得

0=biD －ai1D1－…－ainDn

由于 D≠0，所以

i
n

inii b
D
D

a
D
Da

D
Da  2

2
1

1 （i=1，2，…，n） 。

（二） 例 1 解线性方程组

















422
123

442
22

4321

321

431

4321

xxxx
xxx
xxx

xxxx

解：利用克拉默法则求方程组的解。

02
13
14

2
211
013
014

211
013
412

2121
0123
4102
0010

2121
0123
4102
2111

31

41



























rr

rr

D

所以方程组有唯一解；又

2

2124
0121
4104
2112

1 







D 4

2141
0113
4142
2121

2 







D

0

2421
0123
4402
2211

3 






D 1

4121
1123

4102
2111

4 







D

于是方程组的解是

2
1,0,2,1 4

4
3

3
2

2
1

1 
D
Dx

D
Dx

D
Dx

D
Dx 。

例 2 一个土建师，一个电气师，一个机械师，组成一个技术服务队，假设在一段时间

内，每人收入 1元人民币需要 其它两人的服务费用和实际收入如表一，问这段时间内，每

人的总收入分别是多少？

被服务者

服务者 土建师范 电气师 机械师 实际收入

土建师 0 0.2 0.3 500

电气师 0.1 0 0.4 700

机械师 0.3 0.4 0 600

（表一）

解：设土建师、电气师、机械师的总收入分别是 x1，x2，x3。根据题意，列出下列方程组：

















323

231

132

6004.03.0
7004.01.0
5003.02.0

xxx
xxx
xxx

即














6004.03.0
7004.01.0

5003.02.0

321

321

321

xxx
xxx
xxx

694.0
14.03.0

4.011.0
3.02.01






D 872
14.0600

4.01700
3.02.0500

1 





D

1005
16003.0

4.07001.0
3.05001

2 





D 1080
6004.03.0
70011.0
5002.01

3 





D

48.12561
1 

D
Dx , 13.14482

2 
D
D

x , 20.15563
3 

D
D

x .

答：这段时间内，土建师的总收入是 1256.48 元，电气师的总收入是 1448.13 元,机械师的

总收入是 556.20 元。

（三）n元齐次线性方程组

1. 在线性方程组（1.6）中,当常数项 b1,b2,…,bn全都为零时,即

















0

0
0

2211

2222121

1212111

nnnnn

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa
xaxaxa







(1.9)

称为 n元齐次线性方程组。

零解：当系数行列式 D不等于零时， x1=0，x2=0，…，xn=0 。（或称为平凡解）

非零解：（或称为非平凡解）

2. 定理 1.5：含有 n 个未知量 n 个方程的齐次线性方程组(1.9)有非零解的充分且

必要条件是：方程组的系数行列式 D=0。

证明：如果 D≠0，则方程组(1.9)只有唯一解是零解，因而没有非零解。

反之，如果 D=0 则方程组(1.9)不是有唯一解，那么方程组(1.9)或者有解或者无解。但

方程组(1.9)至少零解，因此，方程组(1.9)有无穷多解，从而除了零解之外还有非零解。

3. 例 3 求下面齐次线性方程组的解


















032
022
063

032

4321

432

421

4321

xxxx
xxx
xxx

xxxx

解：

22

1321
2120
6031
1132









D



所以方程组只有零解。即 x1=x2=x3=x4=0

例 4 问 k 为何值时，方程组








kyyx
kxyx

3
3

有非零解？

解：将方程组整理得








0)3(
0)3(

ykx
yxk

根据定理 5，当且仅当系数行列式等于零时，齐次线性方程组有非零解，即

0
31

13




k

k
，

（3－k）
2
－1=0

故当 k=2 和 k=4 时方程组有非零解.。

三、练习

1














10243
0522
2325

321

321

321

xxx
xxx
xxx

2.. k 取何值时，下列齐次线性方程组可能有非零：















02
0

0

321

321

321

xxx
xkxx

kxxx

3. 小结：本节学习了 n阶行列式的按行(列)展开，克莱姆克拉默法则及其应用

第二 章 矩阵

§2.1 矩阵及其运算

教学目的：使学生学习矩阵相关的概念及运算

教学重点：矩阵的概念及运算，几种特殊的矩阵

教学难点：矩阵的的乘法运算，

一、导入

矩阵是从实际问题的计算中抽象出来的一个数学概念，是数学研究中常用的工具，它不

仅在数学中的地位十分重要，而且在工程技术各领域中也有着广泛的应用。矩阵的运算在矩

阵的理论中起着重要的作用。它虽然不是数，但用来处理实际问题时往往要进行矩阵的代数



运算。

二、新授

1．定义 1：由 nm 个数排成的m行 n列的表



















mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa







21

22221

11211

称为m行 n列矩阵（matrix）,简称 nm 矩阵。

一般用大写黑体字母表示：记为 A、B、C。为了表示行和列，也可简记为 nmA  或  ij m n
a


矩阵

中数 ( 1, 2, ; 1, 2, )ija i j   称为矩阵的第 i行第 j列元素。

注意：

m=n时是方阵，此时矩阵称为 n阶方阵或 n 阶矩阵。

n=1 称为列矩阵或列向量

1

2

n

b
b

B

b

 
 
 
 
 
 


。

m=1 称为行矩阵或行向量  1 2, , nA a a a  。

定义 2 ：如果两个矩阵有相同的行数，相同的列数，并且对应位置上的元素均相等。

则称两个矩阵相等。记为 A=B。
把有相同行数，相同列数的两个矩阵称为同型矩阵。

例 1 某厂向三个商店发送四种产品的数量可列成矩阵

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

a a a a
A a a a a

a a a a

 
   
  

其中 ija 为工厂向第 i店发送第 j种产品的数量。

这四种产品的单价及单价重量也可列成矩阵

11 12

21 22

31 32

41 42

b b
b b

B
b b
b b

 
 
 
 
 
 

其中 1ib 为第 i中产品的单价， 2ib 为第 j种产品单价重量。

2．特殊形式矩阵：

（1） n阶方阵：在矩阵 nmijaA  )( 中，当 nm  时， A称为 n阶方阵

（2）行矩阵：只有一行的矩阵  naaaA 21 叫做行矩阵

列矩阵：只有一列的矩阵























mb

b
b

B

2

1

叫做列矩阵

（3）零矩阵：元素都是零的矩阵称作零矩阵

3．相等矩阵：对应位置上的元素相等的矩阵称作零矩阵

4．常用特殊矩阵：

（1）对角矩阵：



















n










00

00
00

2

1

（2）数量矩阵：






























00

00
00

（3）单位矩阵：





















100

010
001







E

（4）三角矩阵：





















mn

n

n

a

aa
aaa

A







00

0 222

11211

称作上三角矩阵，





















mnmm aaa

aa
a

A







21

2221

11

0
00

称作下三角矩阵。

5.矩阵的运算

一、 矩阵的加法：

定义 3：A+ B=（ ija ） nm +（ ijb ） nm = （ ija + ijb ） nm

=

11 11 12 12 1 1

21 21 22 22 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m m m mn mn

a b a b a b
a b a b a b

a b a b a b

   
    
 
    




  


两个同型（m行）、同列（n 列）的矩阵相加等于对应位置上的元素相加（行与列不变）

由于矩阵加法归结为对应位置元素相加，故矩阵加法满足如下运算律

1、交换律 A+ B= B+ A
2、结合律（A+ B）+C= A+ (B+C)
3、有零元 A+0=A

4、有负元 A+(-A)=0 ( )A B A B   

二、 数与矩阵的乘法

定义 4、给定矩阵 A=（ ija ） nm 及数 k,则称（k ija ） nm 为数 k 与矩阵 A 的乘积。即 kA=



k ija =

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

ka ka ka
ka ka ka

ka ka ka

 
 
 
 
 
 




  


由定义可知 –A=(-1)A
A – B = A+(-B)

数与矩阵的乘法满足下列运算律（设 A， B，为 nm 矩阵，， 为数）：

（a） )()( AA  

（b） AAA   )(

（c） BABA   )(
例 1 设








 


140
213

A ， 










043
203

B 求 BA 23  。

解：








 



















 



















 


3206
233

086
406

3120
639

043
203

2
140
213

323 BA

三、矩阵的乘法

(1) 定义 5：设两个矩阵 smijaA  )( ， nsijbB  )( ，则矩阵 A与矩阵 B的乘积记为 ABC  ，

规定 nmijcC  )( ，其中





s

k
kjiksjisjijiij babababac

1
2211  .),,2,1;,,2,1( njmi  

(2) 矩阵的乘法满足下列运算律（假设运算都是成立的）：

(a) 结合律： )()( BCACAB  ； （b）分配律：
CBCABAC
BCACCBA




)(
)(

；

（c）设 k是数， )()()( kBABkAABk  。

例 2设 










11

11
A ， 













11
11

B ， 












11
11

C

求 AB， BA与 AC。

解： 






























00
00

11
11

11
11

AB ; 































22
22

11
11

11
11

BA


































00
00

11
11

11
11

AC

从例题中我们可以得出下面的结论：

（i）矩阵的乘法不满足交换律。即一般地说， BAAB  。

（ii）两个非零矩阵的乘积可能等于零。一般说来， 0AB 不能推出 0A 或 0B 。

（iii）矩阵乘法中消去律不成立。即 ACAB  ，且 0A ，不能推出 CB 
(3) 设 A是一个n阶方阵，

定义： ,0 EA   
Ak

k AAAA
个

 （ k是正整数）称 kA 为 A的 k次方幂。

由于矩阵的乘法适合结合律，所以方阵的幂满足下列运算律：

lklk AAA  ； kllk AA )( ，

其中 k， l为正整数。又因为矩阵乘法一般不满足交换律，所以对两个 n阶方阵 A与 B，一

般说来， kkk BAAB )( 。

设 mm
mm axaxaxaxf  


1
1

10)(  是 x 的 一 个 多 项 式 ， A 为 任 意 方 阵 ， 则 称

EaAaAaAaAf mm
mm  


1
1

10)(  为矩阵 A的多项式

四、矩阵的转置

1．定义：设





















mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A







21

22221

11211

则矩阵



















mnnn

m

m

aaa

aaa
aaa







21

22212

12111

称为 A的转置矩阵

2．矩阵的转置是一种运算，它满足下列运算律（假设运算都是可行的）：

（1） AA TT )( （2） TTT BABA  )(

（3） TT kAkA )( （ k是数） （4） TTT ABAB )(
例 3 设 BT

=B, 证明(ABAT
)
T
=ABAT

证明：因为 BT
=B， 所以 (ABAT

)
T
=[（AB）AT

]
T
=(AT

)
T
(AB)T

=ABTAT
=ABAT

3．定义：设 A为 n阶方阵，如果 AAT  ，即有 jiij aa  ),,2,1,( nji  则称 A为对称矩

阵。如果 AAT  ，即有 jiij aa  ， 0iia ),,2,1,( nji  ，则说 A为反对称矩阵。

五、 方阵的行列式

1．定义 6：由 n阶方阵 A所有元素构成的行列式（各元素的位置不变），称为 n阶方阵 A的
行列式(determinant of a matrix A)，记作| A | 或 Adet 。

2． n阶行列式的运算满足下列运算律（设 A， B为 n阶方阵， k为数）：

（1） |||| AAT  ；（2） |||| AkkA n ；（3） |||||| BAAB  。

3. 小结：

本节介绍了矩阵的概念和矩阵的特殊形式和特殊矩阵以及矩阵的加、减、数乘、乘法、转

置、方阵行列式的运算，这些运算在矩阵理论中占有重要地位，特别是乘法运算，要熟练掌

握这些运算。



§2.2 逆矩阵

教学目的：会判断矩阵的可逆性，矩阵可逆的条件

教学重点：1．可逆性判定；2. 矩阵可逆的条件

教学难点：求逆矩阵

一、导入

求逆矩阵是矩阵的一种重要运算，它在矩阵的应用中起到重要的作用。

二、新授

逆矩阵的概念

1．定义：设 A为 n阶方阵，若存在 n阶方阵 B，使

EBAAB 

则称 A是可逆矩阵。并称B为 A的逆矩阵，记为 1A ，即 1 AB 。

如果矩阵 A是可逆的，则 A的逆矩阵是唯一的。事实上，设 1B ， 2B 都是 A的可逆矩阵，

则有 EABAB  11 EABAB  22 ，

于是 22212111 )()( BEBBABABBEBB  。

2．定义：设 A为阶方阵，若 0|| A ，则称 A是非奇异的（或非退化）的，否则称 A是
奇异的（或退化的）。

3．定义：设





















nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A







21

22221

11211

，令 ijA 为 || A 中元素 ija 的代数余子式，则称方阵





















nnnn

n

n

AAA

AAA
AAA

A







21

22212

12111

* 为 A的伴随矩阵，或记为
*A 。

矩阵可逆的充要条件

定理：方阵 A可逆的充分必要条件是 A为非奇异矩阵，即 0|| A ，并且
||

*
1

A
AA 

证明：充分性：设





















nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A







21

22221

11211

，





















nnnn

n

n

AAA

AAA
AAA

A







21

22212

12111

*



由第一章中定理 1.4 及推论可知

EA

A

A
A

AAA

AAA
AAA

aaa

aaa
aaa

AAAA

nnnn

n

n

nnnn

n

n

||

||

||
||

21

22212

12111

21

22221

11211

** 








































































又知 0|| A ，所以有 EA
A
A

A
AA 

||||

**

故 A可逆，且
||

*
1

A
AA  。 证毕。

推论 1：若 A是可逆矩阵，则 A经过若干次初等变换后所得矩阵仍为可逆矩阵。

推论 2：若 EAB  （或 EBA  ），则 1 AB 。

方阵的逆矩阵满足下面运算律：

（1） 若 A可逆，则 AA  11)( ； （2）若 A可逆，数 0k ，则 11 1)(   A
k

kA ；

（3）若 A，B为同阶可逆矩阵，则 111)(   ABAB ；

（4）若 A可逆，则 TT AA )()( 11   ；（5）若 A可逆，则 11 ||
||

1||   A
A

A

逆矩阵的计算方法： 伴随矩阵求逆矩阵

例 1求方阵


















343
122
321

A 的逆阵。

解：求得 02
343
122
321

|| A ，所以 1A 存在，又

,2
22
21

,5
12
31

,4
12
32

2
43
21

,6
33
31

,6
34
32

2
43
22

,3
33
12

,2
34
12

333231

232221

131211







AAA

AAA

AAA

得























222
563
462

*A 所以

























111
2
53

2
3

231

||
1 *1 A
A

A

例 用伴随矩阵法求 A的逆矩阵























102
123
111

A

解：因为 01
102
123
111

|| 


A ，所以 A可逆。

2
10
12

)1( 11
11  A 5

12
13

)1( 21
12 


 A 4

02
23

)1( 31
13 


 A 1

10
11

)1( 12
21 


 A

3
12
11

)1( 22
22 


 A ， 2

02
11

)1( 32
23 


 A

1
12
11

)1( 13
31 


 A ， 2

13
11

)1( 23
32 




 A ， 1
23
11

)1( 33
33 




 A

3. 小结：

本节讲授了逆矩阵的概念、可逆条件和求逆的方法，要求会求逆矩阵。

§2.3 矩阵的分块法

教学目的：会用分块矩阵作加、减、数乘法、转置运算

教学重点：分块矩阵的乘法运算

教学难点：分块矩阵的乘法运算

一、导入

对于行数和列数较大的矩阵我们经常会采用一种分块的方法（即将高阶矩阵划分成若干个小

块后再进行降阶运算），它是计算高阶矩阵的一种有用的技巧。

二、新授

分块矩阵的概念

设 A是一个 nm 矩阵，我们将 A用若干条横线和纵线分成许多小矩阵，每一个小矩阵称为 A
的子块（或称为 A的子矩阵），以子块为元素的形式上的矩阵称为分块矩阵。

分块矩阵的运算

1．分块矩阵的加法：设矩阵 A和 B 是两个同型矩阵，且采用同样的方式进行分块，则分块

矩阵 A与 B相加，只需的把对应子块相加。

2．数与分块矩阵的乘法：数与分块矩阵相乘等于用这个数乘每一个子块。





















rsrr

s

s

AAA

AAA
AAA

A







21

22221

11211





















rsrr

s

s

kAkAkA

kAkAkA
kAkAkA

kA







21

22221

11211

3．分块矩阵的乘法：设 A为 m×s矩阵，B为 s×n矩阵，将它们分块成























rtrr

t

t

AAA

AAA
AAA

A






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22221

11211

，





















tltt

l

l

BBB

BBB
BBB

B







21

22221

11211





















rlrr

l

l
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CCC
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





21

22221

11211

其中 



t

k
kjikij BAC

1
, ),,1;,,1( ljri  

4、分块矩阵的转置：设





















rtrr

t

t

AAA

AAA
AAA

A







21

22221

11211

， 则























rt
T

t
T

t
T

r
TTT

r
TTT

T
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AAA

A







21

22212

12111

5、分块对角矩阵的行列式具有性质： |||||||| 21 SAAAA 

例 设矩阵














































1020
0136
0002
0021

,

1000
0100
4210
3101

BA ， 求 A+B，AB。

解：按相同的分法把 A，B分成以下子块



































2

12
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0100
4210
3101

EO
AE

A 






























22

1
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EB
OB

B

则有 






 













OB
ABE

EEBO
OABE

BA
2

112

222

112 而 









12
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12 BE

所以


















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
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

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而 











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211 BAB ， 故



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
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


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
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AB .

3. 小结：

本节主要介绍矩阵的分块运算，作为选讲内容 ，对其概念和运算要求一般性的掌握。



第三章 矩阵的初等变换与线性方程组

§3.1 矩阵的初等变换

教学目的：掌握矩阵的初等变换和初等矩阵,会进行初等变换

教学重点：初等变换，利用初等变换求矩阵的逆

教学难点：利用初等变换求矩阵的逆

一、导入

矩阵的初等变换是一种奇妙的运算，它在线性代数中有着极其广泛的应用，借助它我们可

以得到很多有用的的结论。

二、新授

定义 1 下面三种变换称为矩阵的初等行（列）变换：

（1）互换矩阵中两行（列）元素（记 ri←→rj 或 ci←→c j ）；

（2）用一个非零数 k乘矩阵的某一行（列）（记 k×ri或 k×ci ）；

（3）矩阵的某一行（列）元素 k倍地加到另一行（列）对应元素上（记 ri +k×rj 或 ci + k
×c j ）；（注意：本行的元素并没有改变）

矩阵的初等行或列变换统称矩阵的初等变换。

如果矩阵 A 经过有限次的初等变换变成 B，则称 A与 B等价。记做 A ~ B 或 A →B 。

矩阵等价的三个性质：

（1）反身性 A →A ；



（2）对称性 若 A →B ，则 B →A ；

（3）传递性：若 A →B ，B →C ，则 A →C。
行阶梯形矩阵：可画出一条阶梯线，线的下方全为零，每个台阶只有一行，即每段竖线的

长度为一行，竖线后面的第一个元素为非零数。如

2 1 0 1
0 1 2 0
0 0 0 0

 
  
  

，

2 1 0 1
0 0 2 1
0 0 0 0

 
 
 
  

，

0 1 0 1
0 0 2 0
0 0 0 3

 
 
 
  

等都是行阶梯形矩阵。

行最简形矩阵：在行阶梯形矩阵的基础上，每个非零行左数第一个非零元是 1，并且它所在

列的其它元素都是零。

标准型矩阵：它的左上角为一个单位阵，其它元素都是零。就是
0

0 0
r

m n

 
 
 

E
.

定理 1 任意一个 m×n矩阵 A，总可以经过有限次初等行变换将其变成行阶梯形矩阵，进一

步还可化成行最简形矩阵。

定理 2 一个非奇异矩阵 A，可以经过有限次初等行变换变成单位阵。

定理 3 任意一个 m×n矩阵 A，总可以经过有限次初等变换将其变成标准型矩阵

定义 2（初等矩阵）对单位矩阵 E施行一次初等变换后得到的矩阵，称为初等矩阵。有以下

三种类型：对调、倍乘、倍加，

1．对调两行或对调两列 记为

1

1
0 0 0 1 i
0 1 0 0

( , )
0 0 1 0
1 0 0 0 j

1

1

i j

 
 
 
 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 
 
 
 






    





i j

列 列

行

行

E 。

2．以 k≠0乘矩阵某行或某列 记为

1 i

1
( ( )) i

1

1

i k k

 
 
 
 
   
 
 
 
  





列

行E , 其中 0k 。

3．以数 k乘矩阵某行（列）加到另一行（列）上去 记为



1 i j

1 i
( ) ( )

1

1

i j j i

k
r kr c kc

 
 
 
 
      
 
 
 
  







列 列

行

j 行

E E ,

初等矩阵有如下性质：

性质 1 初等矩阵都是可逆矩阵，且其逆阵也是同类初等矩阵，

 -1( , ) ( , )i j i jE E ； -1 1( ( )) ( ( ))i k i
k

 E E ； -1( ) ( )i j i jr kr r kr   E E

性质 2 初等矩阵的转置仍是同类初等矩阵，

 T( , ) ( , )i j i jE E ； T ( ( )) ( ( ))i k i k E E ； T( ) ( )i j j ir kr r kr   E E

性质 3 对 nm 矩阵 A 施行一次行初等变换相当于在 A 的左边乘一个同类 m 阶初等矩阵；

而施行一次列初等列变换相当于在 A的右边乘一个同类 n阶初等矩阵。

初等矩阵的这个性质为计算逆矩阵提供了一个方法，讨论如下。

设 A 是 n阶可逆矩阵，由上节定理 2（一个非奇异矩阵 A，可以经过有限次初等行变换

变成单位阵）则 A可经过有限次初等行变换变成单位阵，即存在一批初等矩阵 P1、P2、…、

Ps ，使得

Ps … P2 P1 A = E ，所以 Ps … P2 P1 = A-1
，

这样，如果把将A化成 E过程中的每个初等阵Pi都记载下来，就可得到A的逆矩阵 A-1
=Ps …

P2 P1 ，可以想象这样做也很麻烦。

采用对比的方法：

Ps … P2 P1 A = E ，

Ps … P2 P1 E = A-1
，

就是说，对 A 做什么样的初等行变换，就对 E做什么样的初等行变换，而不必记载中间的初

等变换的具体结果，直至将 A化成 E 。

再考虑到分块矩阵的乘积，有

Ps … P2 P1（ A | E）=（Ps … P2 P1 A | Ps … P2 P1E ）=（E | A-1
）

用初等变换表示上面的过程，就是

（ A | E）→（P1 A | P1E ）→（P2 P1 A | P2 P1E ）→ … →

（Ps … P2 P1 A | Ps … P2 P1E ）=（E | A-1
）。

这就是用初等变换求逆矩阵的方法。

例 3 用初等变换法求矩阵 









21
32

A 的逆矩阵。

例 4 用初等变换法求矩阵

0 2 1
3 8 2
1 3 0

 
   
  

A 的逆矩阵。

§3.2 矩阵的秩

教学目的：理解矩阵秩的概念并求解矩阵的秩

教学重点：矩阵秩的求解



教学难点：矩阵秩的求解

定义 3 在 m×n矩阵 A 中，任取 k（k ≤ min{m，n}）行、k列，位于这些行列交叉处的元

素，不改变顺序组成一个 k阶行列式，称此行列式为矩阵 A的一个 k阶子式。

一般地说，矩阵 A的一个 k 阶子式不止一个，可以计算它共有 k
n

k
mCC 个 k阶子式。

例如，


















34333231

24232221

14131211

aaaa
aaaa
aaaa

A ，
2322

1312

aa
aa

是它的一个二阶子式，
2422

1412

aa
aa

是它的另一个二

阶子式，它共有 182
4

2
3 CC 个二阶子式。

343331

242321

141311

aaa
aaa
aaa

是它的一个三阶子式，共有 43
4

3
3 CC 个三阶子式。

12a 是它的一个一阶子式，它共有 121
4

1
3 CC 个一阶子式,它无四阶和四阶以上子式。

定义 4 设在矩阵 A中有一个不等于零的 r阶子式，而所有的 r + 1 阶（如果存在）子式均

为零，则 r称矩阵 A的秩。记做 R（A）= r 。

利用定义计算一般矩阵的秩可能需要较大的计算量，不是一个好方法。因此只能计算

特殊的矩阵，如阶梯形矩阵的秩。如阶梯形矩阵的秩。如

















 



00000
21000
08130
41112

A ，有 R（A）= 3 。

…………………………………………………………………………………………42 分钟

定理 4 矩阵的初等变换不改变矩阵的秩。

定理 4 给出求一般矩阵秩的方法，就是用初等变换将一般的矩阵化为阶梯形矩阵。

例 5 求矩阵

























41461
35102
16323

05023

A 的秩。

矩阵秩的基本性质：设 A 是 m×n 矩阵，

（1）0≤ R（A）≤ min{m，n}；
（2）R（AT）= R（A）；
（3）若 A←→B，则 R（B）= R（A）。
（4）若 P、Q 可逆，则 R（PAQ）= R（A）。 。

§3.3 线性方程组的解

教学目的：使学生了解和掌握线性方程组的解的基本概念以及利用高斯消元法解线性方程组

教学重点：利用高斯消元法解线性方程组

教学难点：高斯消元法

一、导入

在工程技术领域中,有许多问题的讨论往往在最后归结为求解线性方程组,因此研究一



般的线性方程组在什么条件下有解,以及在有解时如何求出它全部的解，总是工程技术中提

出的需要解决的一个十分重要问题,而研究一般的线性方程组的求解问题,正是线性代数的

主要内容之一.在这章里我们将借助矩阵这个工具对一般线性方程组的相容性问题及解的结

构问题进行讨论，介绍向量的概念、性质及方程组解的向量表示。

二、新授

（一）非齐次线性方程组和齐次线性方程组.

一般的线性方程组是指形如















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nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa
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




2211

22222121

11212111

(3.1)

的线性方程组.若记





















mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A







21

22221

11211

,





















nx

x
x

X

2

1

,





















mb

b
b

B

2

1

则方程组(3.1)可写成矩阵形式 AX=B 。

当 B≠0时称为非齐次线性方程组,当 B=0 时即 AX=0 称为齐次线性方程组.

(二) 高斯消元法

定理3.1: 若将线性方程组AX=B的增广矩阵  BAA  用初等变换化为  VU ,则AX=B

与 UX=V 是同解方程组.

证明:由于对矩阵施行一次初等行变换等价于矩阵左乘一个初等矩阵,因此存在初等矩阵

kPPP ,,, 21  ,使得    VUBAPPP kk  11 ,

记 PPPP kk  11 ,由初等矩阵的可逆性知 P可逆.若设 X1为 AX=B 的解,即 AX1=B,两边同时左

乘矩阵 P,有 PAX1=PB (PA)X1=PB 即 UX1=V
于是 X1是方程组 UX=V 的解.反之,若 X2为 UX=V 的解,即 UX2=V
两边同时左乘矩阵 P-1

，得 P -1UX2=P
-1V （P -1U）X2=P

-1V 即 AX2=B
X 2亦为 AX=B 的解。

综上所述，AX=B 与 UX=V 的解相同，称之为同解方程组。 证毕。

2、高斯消元法：

由矩阵的理论可知，我们应用矩阵的初等变换可以把线性方程组（3.1）的增广矩阵 A

化为阶梯形矩阵(或简化阶梯形矩阵),根据定理 3.1 可知阶梯形矩阵(或简化阶梯形矩阵)所

对应的方程组与原方程组(3.1)同解,这样通过解阶梯形矩阵(或简化阶梯形矩阵)所对应的

方程组就求出原方程组(3.1)的解,这种方法称为高斯消元法.

例 1 解线性方程组













4223
1232

0

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

解:将方程组的增广矩阵用初等变换化为标准形









































 











































 





















 































11100
01010
11001

11100
01010
10011

11100
10110
01111

55500
10110
01111

45410
10110
01111

42123
12312
01111

2132
31

3
23

13
12

5
1

3
2

rrrr
rr

rrr

rr
rr

A

这时矩阵所对应的方程组为













1
0
1

43

42

41

xx
xx
xx

将 x4移到等号右端得












43

42

41

1
0
1

xx
xx
xx

若令 x4取任意常数 t,则得
















tx
tx
tx
tx

4

3

2

1

1
0
1

, (3.2)

即






























































1
1
1
1

0
1
0
1

4

3

2

1

t

x
x
x
x

其中 x4称为自由未知量(或自由元),(3.2)式称为方程组的一般解或通解.

例 2求线性方程组的解
















5322
12
323

12

321

321

321

321

xxx
xxx
xxx
xxx

解:



















 



















 




















 






















 

























 









































0000
1100
1010
0001

1100
0000
1010
0001

1100
2200
0110
1101

1100
2110
0110
1211

7700
2110
0440
1211

5322
1121
3213
1211

4343
42
41

23
21

4

3

2

14
13

12

2

)
7
1(

)1(
4
1

2

3

rrrr
rr
rr

rr
rr

r

r
r

rr
rr
rr

A



根据定理 3.1 知,矩阵对应的方程组













1
1
0

3

2

1

x
x
x

与原方程组同解,因此原方程组有唯一的解.

例 3求解线性方程组













3322
153
1232

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

解:



















 





















 




























50000
47450
12321

17450
47450
12321

33212
11513
12321

23

13
12

2
3

rr

rr
rr

A

根据定理 3.1 知,矩阵所对应的方程组













50
4745
1232

4

432

4321

x
xxx
xxxx

(3.3)

与原方程组同解.但方程组(3.3)由最后一个方程可知它无解,故原方程组无解。



第四章 向量组的线性相关性

§4.1 向量组及其线性组合

教学目的：使学生了解和掌握向量、向量组的概念、线性组合

教学重点：向量的线性关系

教学难点：向量的线性关系

一、 导入

二、 新授

定义 1 n个有次序的数所组成的数组 naaa ,, 21 称为n维向量，这 n个数称为该向量的 n个

分量，第 i个数称为第 i个分量。特别的如果 n维向量写成





















na

a
a


2

1

 称为是 n维列向量，

),,( 21 n
T aaa  称为是n维行向量。当所有 ),2,1( niai  都为实数时的向量称为n维实向

量，当 ),2,1( niai  中含有复数时的向量称为n维复向量。

定义 2 在向量之间进行向量的加法和数量乘法运算，称为向量的线性运算。在一组向量

m ,, 21 和 一 组 实 数 mkkk ,, 21 中 进 行 线 性 运 算 ， 得 到 一 个 表 达 式





m

i
iimm kkkk

1
2211   ，称为是向量组 m ,, 21 与实数 mkkk ,, 21 的线性组合。

定 义 3 给 定 向 量 组 m ,, 21 和  ， 如 果 存 在 一 组 数 mkkk ,, 21 ， 使





m

i
iimm kkkk

1
2211   ，即  是向量组 m ,, 21 的线性组合，这时称向量 

可以被向量组 m ,, 21 线性表出（表示）

特别举例对线性方程组 bAX  而言，设 A的每列为一个列向量，则方程组可以写成

bxxxx
n

i
iinn  

1
2211   ，其中 nii ,2,1(  是 A的列向量组。则原来方程组



bAX  有解的叙述可以表述为“存在一组数 nxxx ,, 21 ，使得向量b可以被这组数和向量组

n ,, 21 线性表示，即 



n

i
iinn xxxxb

1
2211   。

定理 1 向量b能由向量组 nA  ,,: 21 线性表示的充分必要条件是矩阵 ),,( 21 nA  

的秩等于矩阵 ),,,( 21 bB n  的秩。

Pr. 设 A是线性方程组 bAX  的系数矩阵，b是常向量，则由前可知：线性方程组有解 b

可以被这组数和向量组 n ,, 21 线性表示；又有：线性方程组有解系数矩阵 A的秩等

于增广矩阵 B的秩；由等价的传递性有b可以被向量组 n ,, 21 线性表示 A的秩等于

B的秩。证毕。

定义 4 给定向量组 mA  ,,: 21 和 lB  ,,: 21 ，如果 A中的每一个向量都可以被向量

组 lB  ,,: 21 线性表出，就称向量组 A可以经过向量组 B线性表出；如果向量组 A和向

量组 B可以互相线性表示，这时称向量组 A与向量组 B等价。

当 lB  ,,: 21 经过 mA  ,,: 21 表示出来时，有：（不妨考虑两组向量中的所有向

量都是具有 n个分量的向量）



























m

i

mj

j

j

mmmjjjiijj lj

k

k
k

kkkk
1

1

1

212211 ),2,1(),,( 


  当 把

),2,1( ljj  按顺序排列起来，并考虑到矩阵乘法的规则有下式成立：（注意：在这个表

示中的向量均为为列向量）

其中 lmijkK  )( 称为

这一表示的系数矩阵

对上式换个角度看问题可以发现，当把矩阵 lmijkK  )( 的每一行列看成是一个向量 iK

时，

∵





























































ml

l

l

mm

m

nnlnn

l

l

l

k

k
k

k

k
k

k

k
k

B

B
B

bbb

bbb
bbb

















 2

1

2

22

12

1

21

11

21
2

1

21

22221

11211

21 ),,(),,( 





















ml

l

l

mm

ml

k

k
k

k

k
k

k

k
k








 2

1

2

22

12

1

21

11

2121 ),,(),,( 















































































mnmnn

m

m

ml

l

l

mmnmnn

m

m

K

K
K

aaa

aaa
aaa

k

k
k

k

k
k

k

k
k

aaa

aaa
aaa





















2

1

21

22221

11211

2

1

2

22

12

1

21

11

21

22221

11211

∴ 上式也可以解释为向量组 B的行向量组 iB 被 lmijkK  )( 的行向量组线性表示出来了。

当矩阵 A与矩阵 B是列等价时，即矩阵 A可以经过一系列初等列变换变成矩阵 B，由前面

结论知道存在可逆的矩阵Q，使得 AQB  ，

由前面讨论可知，这时矩阵 B的列向量组可以被矩阵 A的列向量组线性表示，又因为矩

阵Q是可逆的，所以 1 BQA ，因此矩阵 A的列向量组也可以被矩阵B的列向量组线性表示，

即这两组列向量是等价的。

当矩阵 A与矩阵 B是行等价时，即矩阵 A可以经过一系列初等行变换变成矩阵 B，由前

面结论知道存在可逆的矩阵 P，使得 PAB  ，

由上分析知这时矩阵 B的行向量组可以被矩阵 A的行向量组线性表示，又因为矩阵P是可逆

的，所以 BPA 1 ，因此矩阵 A的行向量组也可以被矩阵 B的行向量组线性表示，即这两

组行向量是等价的。

下面就来研究向量组的等价性与矩阵的等价性以及它们的秩之间的种种关系：

定理 2 向量组 lB  ,,: 21 可以经过 mA  ,,: 21 表示出来的充分必要条件是矩阵

),,( 21 mA   的秩等于矩阵

),,,,,(),( 2121 lmBA   的秩，即 )(),( ARBAR  。

Pr. ∵  )(),( ARBAR 矩阵方程组 BAX  有唯一解矩阵 B的列向量组可以被矩阵 A

的列向量组线性表示。

∴ 结论成立。

推论 向量组 mA  ,,: 21 与向量组 lB  ,,: 21 等价的充分必要条

件是 ),()()( BARBRAR  ，其 BA, 中是向量组 A和 B构成的矩

阵。

Pr. ∵ 向量组 mA  ,,: 21 与向量组 lB  ,,: 21 等价的定义是（当然是充分必要的）它

们可以互相线性表示 )(),( ARBAR  且 )(),( BRBAR 

∴ ),()()( BARBRAR 

定 理 3 若 向 量 组 lB  ,,: 21 能 被 向 量 组 mA  ,,: 21 线 性 表 示 ， 则

)(),,(),,()( 2121 ARRRBR ml   

Pr. 由定理 2 的结论知 ),()( BARAR  ，而 ),()( BARBR 



∴ )(),()( ARBARBR  证毕

总结以上结论可以看到：

① 一组向量 lB  ,,: 21 能被向量另一组 mA  ,,: 21 线性表示

 存在矩阵K使 AKB 
 矩阵方程 BAX  有解

② 矩阵的行（列）向量组的等价性与向量组的线性表示之间是有关系的。

③ 给出向量组之间可以线性表示的几何解释；给出向量组等价的几何解释；给出这些关

系和线性方程组之间的联系等等。

④ n维单位坐标向量的概念——解释几何意义

向量组





























































1

0
0

,

0

1
0

,

0

0
1

21 


 neee 称为是 n维单位坐标向量，它们每一个都是 n维

向量。

例 3（见书上 P87）
§4.2 向量组的线性相关性

教学目的：理解向量组的线性相关、线性无关

教学重点：线性相关、线性无关的判别.

教学难点：线性相关、线性无关的等价条件

导入 ：

通过线性组合的概念引入线性相关性

新授：

定义 5 给定向量组 mA  ,,: 21 ，如果存在不全为 0 的数 mkkk 21 , 使得线性组合

02211
1




mm

m

i
ii kkkk   成立，则称向量组 m ,, 21 是线性相关的；

否则就称它们是线性无关的。

（大量举例说明向量的线性相关性，几何空间的例子等）

定理 4 一组向量 m ,, 21 （ 2m ）是线性相关的充分必要条件是其中至少有一个向量

可以被其它的向量线性表示。

Pr. （充分性） ∵ m ,, 21 中至少有一个向量可以被其它的向

量线性表示，设该向量为 i

则有 




m

ij
j

jji k
1

 即 0111111   mmiiiii kkkk  

∴ 有不全为 0的数 mii kkkk  111 ,1,,   使得它们的线性组合为零

故 m ,, 21 是线性相关的。



（必要性）∵ m ,, 21 是线性相关的

∴ 有不全为 0的数 mkkk 21 , 使得线性组合

02211
1




mm

m

i
ii kkkk   成立，

∵ mkkk 21 , 不全为 0，设为 ik

有 iimmiiii kkkkk     111111

∵ 0ik 等式两端同时除以 ik ，

则 m
i

m
i

i

i
i

i

i

i
i k

k
k
k

k
k

k
k

  



  1

1
1

1
1

1

即 i 被其它向量线性表示出来了。

举例：（1）线性方程组有解  常向量b可以被系数矩阵的列向量组 n ,, 21 线性表

示出来

（2）几何空间中的例子

（3）线性方程组 bAX  增广矩阵的行向量组如果是线性相

关的说明：其中至少一个方程可以用其它方程进行线

性运算（方程组的初等变换）得到，是多余的方程。

（ 4）一组向量 m ,, 21 是线性无关的  要想使得它们的线性组合

02211
1




mm

m

i
ii kkkk   成 立 ， 必 须 所 有 的

),2,1(0 mik i  线性方程组 bAX  只有零解（其中 A的列向量组是

m ,, 21 ）；特别的，当 nm  时——即 n个 n维向量构成的向量组线性无

关 0det A （或者 A是可逆的，满秩的等等）

下面进一步分析和讨论向量组的线性相关性

定理 5 向量组 m ,, 21 是线性相关它所构成的矩阵  mA  ,, 21 的秩小于向量

的个数m；向量组线性无关

 mAR )(

Pr. （1）向量组 m ,, 21 是线性相关齐次线性方程组 OAX  有非零解 mAR )(

（上节定理 7）

（2）向量组线性无关齐次线性方程组 OAX  只有零解 mAR )( （上节定理

10）
例题（见教材 P-88，89 例 5、6）



定理 6 （1）若向量组 m ,, 21 是线性相关的，则向量组

121 ,,, mm   也是线性相关的；若向量组 121 ,,, mm   是线性无关的，

则向量组 m ,, 21 也是线性无关的。

（2）对m个 n维向量组成的向量组，当 mn  时，向量组一定是线性相关的，特别

的 1n 个 n维向量线性相关。

（3）若向量组 m ,, 21 是线性无关的，而  ,,, 21 m 线性相关，则向量  必

能 被 向 量 组 m ,, 21 线 性 表 示 ， 即 存 在 mkkk 21 , 使 得

mmkkk   2211

Pr.（1）①若向量组 m ,, 21 是线性相关的

则存在不全为 0的数 mkkk 21 , 使得线性组合

02211
1




mm

m

i
ii kkkk   成立

∴ 00 12211  mmmkkk  

∵ mkkk 21 , 不全为 0

∴ mkkk 21 , ，0当然不全为 0

∴ 121 ,,, mm   线性相关

②若向量组 121 ,,, mm   是线性无关的，要证明向量组 m ,, 21 也是线性

无关的

反证法：假设 m ,, 21 线性相关，则由（1）知向量组 121 ,,, mm   也必定

线性相关，矛盾。

（1） 对m个 n维向量组成的向量组 m ,, 21 ，当 mn  时，即向量的个数多于向量的维

数时

考虑向量组 m ,, 21 的线性组合 02211  mmxxx  

∵ 该组合的等价式子为 0),,( 21  AXXm 

当 mn  时方程组（m个未知量，＞ n个方程的情况）有无穷个解，即存在不全为 0

的数使得它们与 m ,, 21 的线性组合等于 0成立，故向量组 m ,, 21 线性相关。

特别的 1 nm 时上述结论可以表述为任何 1n 个 n维向量都是线性相关的；反

过来叙述是不存在 1n 个线性无关的 n维向量。



（3）∵  ,,, 21 m 线性相关

∴ 存在不全为 0的数 mkkk 21 , 以及使得

02211  mmkkk  

且 0 ，∵ 若 0 则会有 02211  mmkkk  

而∵ mkkk 21 , 以及不全为 0

∴ mkkk 21 , 不全为 0 就会有 m ,, 21 线性相关，矛盾

∴ 0 m
mkkk









  2

2
1

1 证明完毕

§4.3 向量组的秩

教学目的：理解向量组的最大无关组及秩的概念，掌握向量组秩的求法

教学重点：向量组秩的求法

教学难点：最大无关组的定义及等价定理

导入 ：在前两节讨论向量组的线性组合和线性相关性时，矩阵秩起了重要作用，为进一步

讨论，把秩的概念引入到向量组。

新授：

定义 6 设向量组 m ,, 21 是一组 n维向量，若该向量组中的 r个向量
rkkk  ,,

21
满足

（1）
rkkk  ,,

21
是线性无关的

（2）而该组向量中的任何 1r 个都线性相关

则称向量组
rkkk  ,,

21
是原向量组 m ,, 21 的一个极大无关组。极大无关组

包含向量的个数 r称为是向量组 m ,, 21 的秩，记作 AR 。规定只包含 0 向量的

向量组的秩为 0。

定理 7 矩阵的秩等于它的列向量组的秩，也等于它的行向量组的秩。

Pr. （本定理要说明的是当矩阵的秩为 r时，它的列（行）向量组的秩也一定为 r，即：向

量组中一定包含 r个线性无关的向量，但任何 r +1个向量都是线性相关的）

首先说明存在 r个线性无关的向量：

设 rARA m  )(),,( 21  

∴ 矩阵 A存在 r阶非零子式 rD ，不妨设为 A的前 r行和前 r列

（否则可以经过行和列的对换使然）

由前面结论可知这个子式的列向量组是线性无关的



即


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


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



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
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11

,, 线性无关，

则向量组
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

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1
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,,, 也线性无关。（解释若相关，则必能推出
































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

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






rr

r

rr a

a

a

a

a
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1
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12

1

11

,, 也相关）

∴ 存在 r个线性无关的向量

再来说明任何 1r 个向量都线性相关

反证法：若在向量组 m ,, 21 中存在 1r 个线性无关的向量，

不妨设为 121 ,, r  ，由它们排列成的矩阵为

),,( 121

~

 rA   根据 P88 定理 4 向量组 121 ,, r  线性无关的充分必要

条件是 1)(
~

 rAR ，

而
~
A的任何 1r 阶子式都是 A的 1r 阶子式，必定为 0

∴ 矛盾。

同理可以证明：矩阵的秩也等于它的行向量组的秩。

从上面结论可见：

①对于秩为 r的矩阵来说，该矩阵的非 0子式所在的列（行）向量

即为矩阵向量组的极大无关组。

②矩阵的秩与其列（行）向量组的秩相同。

③由于秩为 r的矩阵的 r阶非 0 子式不是唯一的，由上①有结论：向量组的极大无关组也不

是唯一的。

④任何一个向量组与它的极大无关组是等价的。（说明证明过程）

举例说明极大无关组也不是唯一的以及任何一个向量组与它的极大无关组是等价的。

（以 3RRn 为例）

推论（极大无关组的等价定义）： r ,, 21 是向量组 m ,, 21 中

的一个子组，如果它满足

（1） r ,, 21 是线性无关的，

（2） m ,, 21 中的任何一个向量都能被它们线性表示



则 r ,, 21 是向量组 m ,, 21 中的一个极大无关组。

Pr. 要证明 r ,, 21 是向量组 m ,, 21 中的一个极大无关组，

需要说明它们满足 r ,, 21 是线性无关的，并且任何 1r 个向

量都是线性相关的。

r ,, 21 是线性无关是定理条件，所以只要说明第二点。

反证法：假设存在 1r 个线性无关的向量，记为 11 r 

考虑它们的线性组合 



 

1

1
1 0

r

i
ii  （必有 i 全为 0）

∵ 所有 



r

j
jjii

1


∴    






  




 

1

1

1

1 1 1

1

1
111 0

r

i

r

i

r

j

r

j

r

i
jjiijjiiii 

∵ r ,, 21 是线性无关∴ 



 

1

1
1 ),2,1(0

r

i
jii rj 

它的矩阵形式如下：
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




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




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






























0

0
0

1

2

1

121

122221

111211








rrrrr

r

r











由方程组的知识知该方程组有非解，矛盾。证毕

由矩阵的秩和其对应的向量组的秩的关系，（对前面的有关矩阵的秩的定理 1、2、3）
有以下结论：

定理 2 向量组 l ,, 21 能由向量组 m ,, 21 线性表示

),,,(),,( 12121 lmm RR   

定理3 向量组 B能由向量组 A线性表示，则 AB RR 

证明： 考虑它们的极大无关组即可。

例题：教材 P94 例 10、11



§4.4 线性方程组解的结构

教学目的：学习齐次线性方程组解的结构和非齐次线性方程组解的结构

教学重点：齐次线性方程组解的结构和非齐次线性方程组解的计算为重点.

教学难点：齐次线性方程组解的结构和非齐次线性方程组解的结构证明为难点.

导入 ：

研究一般的线性方程组的求解问题, 主要回答三个问题：

(1) 解的存在性，即有解问题，解的判定定理；

(2) 解的结构，即解的数量，解与解之间的关系；

(3) 求解问题，即求解方法.

通过研究(2)，可以进一步深刻理解(1)，进而对(3)的方法进行进一步优化.

新授：

一、线性方程组有解的判定定理

一般的线性方程组










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
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11212111

(4.1)
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，

则方程组(4.1)可写成矩阵形式 AX=B 。

若记
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，则称 A为方程组(4.1)的增广矩阵.
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1 ,,,,  ，则线性方程组(4.1)可以写成



bxxx nn   2211 (4.2)

(4.2)称为线性方程组的向量形式.

定理 8: 线性方程组 (4.1)有解的充分必要条件是：其系数矩阵与增广矩阵的秩相等，

即 )()( ArAr  .

推论 1. 线性方程组 (4.1)有唯一解的充分必要条件是： nArAr  )()( .

推论 2. 线性方程组 (4.1)有无穷多解的充分必要条件是： nArAr  )()( .

二、齐次线性方程组解的结构

1.对于齐次线性方程组(4.3)
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(4.3)

矩阵形式 AX=0

它的每一组解都是一个向量，称之为解向量(solution vector)。解向量具有如下的性质：

（1）若 X1是 AX=0 的一个解向量， ,Rk  则 kX1仍为 AX=0 的解。

证明： A（kX1）= k（AX1）= k0=0， 证毕。

（2）若 X1，X2都是 AX=0 的解，则 X1+X2仍是 AX=0 的解。

证明：A（X1+X2）=AX1+ AX2=0+0=0。 证毕。

若用 S表示齐次线性组(4.3)的全体解向量所成的集合，由上述性质可知，集合 S对向

量的线性运算是封闭的，所以集合 S是一个向量空间，称为齐次线性方程组(4.3)的解空间.

对齐次线性方程组(4.3)的解空间我们可求它的一个基：

设系数矩阵 A 的秩为 r，则经过若干次初等行变换，总可把 A 化为简化阶梯形矩阵



































00000

00000
100

010
001

1

212

111











rnrr

nr

nr

cc

cc
cc

由定理 8知,矩阵对应的方程组
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与方程组(4.3)同解,即有
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写成其向量形式
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X 

则通解表示为 rnrntttX   2211 .

2. 定义 8：设 t ,,, 21  是齐次线性方程组 AX=0 的一组解, 如果

(1) t ,,, 21  线性无关;

(2) AX=0 的任一个解都可由 t ,,, 21  线性表出, 则称 t ,,, 21  为齐次线性方程

组 AX=0 的一个基础解系.

3. 定理 9：在齐次线性方程组 AX=0 有非零解时 (即 r(A)=r<n) 则它有基础解系, 且基础解

系中所含解的个数等于 n―r.
例 1 求方程组
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的通解和基础解系.

解：利用矩阵的初等变换将系数矩阵化成简化阶梯形矩阵
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对应一个与原方程组等价方程组
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（其中 x2，x4为自由未知量）

取 x2=t1，x4=t2 ，（t1，t2为任意常数），得通解
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，写成向量形式 ,
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就是原方程组的一个基础解系. 因此通解也可表示为 2211  ttX  ，（t1，t2为任意常数.

三、非齐次线性方程组解的结构

对于非齐次线性方程组(4.1)
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(4.1)

或 AX=B
它的解具有下述性质:

(1) 若 X1，X2都是 AX=B 的解，则 X1―X2是 AX=0 的解。

证明：A（X1―X2）=AX1― AX2=B―B=0。 证毕。

(2) 若 X0为 AX=B 的解,X*为 AX=0 的解,则 X0+X*必为 AX=B 的解.

证明: A(X0+X*)=AX0+AX*=B+0=B。 证毕。

定理 10：设 X0是非齐次线性方程组(4.1)的一个特解, X*是非齐次线性方程组(4.1)所

对应的齐次线性方程组(称为导出组) AX=0 的通解, 则非齐次线性方程组(4.1)的通解可表

示为

X=X0+X*
证明：因 AX=B, AX0=B, 由性质(1)知 X―X0是 AX=0 的任意一个解.



令 X*= X―X0

故 X=X0+X* 。 证毕。

例 2 求方程组
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解:对增广矩阵进行初等行变换
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可见， 2)()(  ArAr ，故方程组有解，并可得与原方程组同解方程组
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（其中 x2，x4为自由未知量）

取 x2=t1，x4=t2 （t1，t2为任意常数），得通解
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写成向量形式
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而向量
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0X 是原方程组的一个特解。









































1
2
0
1

,

0
0
1
1

21  是其导出组的一个基础解系。

故所求通解也可表示为 22110  ttXX  （t1，t2为任意常数）。

四. 小结：本节学习齐次线性方程组的解的结构以及非齐次线性方程组的解的结构，要求会

求齐次线性方程组以及非齐次线性方程组的通解.

五. 作业：

： 对方程组
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问 k取何值时方程组有唯一解?无穷多解?无解?在有无穷多解时求出通解.
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4 2  kk 时，即当 31  kk 且 时， nArAr  3)()( 有唯一解.

(2)当 1k 时,也有 03
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5 2  kk ,故 2)()(  ArAr ,方程组有无穷多解,通解含

有 123)(  Arn 个任意常数.此时矩阵对应的方程组
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













































1
2
1

0
2
3

3

2

1

t
x
x
x

(3)当 3k 时, )(32)( ArAr  ,方程组无解.

2: 求下列齐次线性方程组的通解
















053
05211
0325
023

421

4321

4321

4321

xxx
xxxx
xxxx
xxxx





















 
























 
























 






0000
0000
73140
2131

73140
73140
73140
2131

1053
52111
3215
2131

24
23

14
13

12

3

5

rr
rr

rr
rr
rr

A





























 
























  

0000
0000
2
1

14
310

2
1

14
501

0000
0000
2
1

14
310

2131

21
2 314

1
rrr



























 
























 





















 
























 



































0000
0000
2
1

14
310

2
1

14
501

0000
0000
2
1

14
310

2131

0000
0000
73140
2131

73140
73140
73140
2131

1053
52111
3215
2131

21

2
24
23

14
13

12

3

14
1

3

5

rr

rrr
rr

rr
rr
rr

A

此矩阵对应的方程组













0
2
1

14
3

0
2
1

14
5

432

431

xxx

xxx
即













432

431

2
1

14
3

2
1

14
5

xxx

xxx
（其中x3，x4为自由未知量），

取 ),(,, 212413 为任意常数tttxtx  ，则方程组的通解可写成：





















24

13

212

211

2
1

14
3

2
1

14
5

tx
tx

ttx

ttx

或



































































1
0
2
1
2
1

0
1

14
3

14
5

1

4

3

2

1

tt

x
x
x
x

。

解中两个（即 )(Arn  个）非零向量 T)0,1,
14
3,

14
5(1  ， T)1,0,

2
1,

2
1(2  都是方程组的解可

称它们为该方程组的基础解系。

§4.5 向量空间



教学目的：学习向量空间，理解维数、及基的概念

教学重点：理解维数、基的概念

教学难点：坐标变换公式

导入 ：

新授：

定义 9 设V 为 n维向量的集合，如果集合V 非空，且集合V 对向量的

加法和数量乘法两种运算封闭，就称集合V 为向量空间。

（解释概念中封闭的含义，举例：几何空间的例子，教材中 P104-105 例 17-23，特别解释“齐

次线性方程组的解空间”、“全体不超过 n次的多项式的集合”，由一组向量生成（Span）的

空间等概念）

定义 10 设有向量空间 1V 及 2V ，若 21 VV  ，就称 1V 是 2V 的子空间，特

别的若有 1V 但 2V ，则 1V 称为 2V 的真子空间。

例 集合{0}以及V 自身都是V 的子空间。

定义 11 设V 为向量空间，如果 r个向量 Vr  ,, 21 ，且满足

（1） r ,, 21 线性无关

（2）V 中任一向量都能被 r ,, 21 线性表示

那么，向量组 r ,, 21 就称为向量空间V 的一组基，基向

量的个数 r称为向量空间V 的维数，V 称为 r维向量空间。

（多多举例）

当 V 时，由上显然有 rrxxx   2211 ，数组 rxx 1 称为向量  在基

r ,, 21 下的坐标。

例题 在 nR 中，因为对一个向量空间来说基不是唯一的，所以同一个向量在不同的基下的

坐标是不同的。它们的关系如何呢——“过渡矩阵”的概念。

设向量  在基 n ,, 21 和 n

~

2

~

1

~
  下的坐标分别为 YX , ，即

∴  














































n

n

n

n

y

y
y

x

x
x





 2

1

~

2

~

1

~
2

1

21 

那么，向量 YX , 之间会有什么关系呢？

（注意它们都是 n维基向量，故它们构成的矩阵都是可逆方阵）

设  


























nnnn

n

n

nn

aaa

aaa
aaa









21

22221

11211

21

~

2

~

1

~




其中



















nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa







21

22221

11211

称为从基向量 n ,, 21 到 n

~

2

~

1

~
  的过渡矩阵。（一组

向量可以被基向量线性表示）

  

























 
nn

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A
~

2

~

1

~
1

21

21

22221

11211

 







∴   AY

y

y
y

A

y

y
y

x

x
x

X

nn

nn

n



































































 





2

1

2

1

~

2

~

1

~
1

21
2

1



或   XA

x

x
x

y

y
y

Y

n

nn

n

12

1

21

1~

2

~

1

~
2

1


























































第五章 相似矩阵及二次型

§5.1 向量的内积、长度及正交性

教学目的：理解并掌握向量的内积、长度、正交性

教学重点：正交性



教学难点：施密特正交化

导入 ：在向量空间中，还没有几何空间中大家已经熟悉的“度量”（这里解释度量的含

义）的概念。如何在一些向量空间中建立度量的概念呢？这是本章要研究的主要内容之一。

（注意：并不是所有向量空间中都可以建立“度量”，提示：向量空间有有限维的，也有无

限维的，本课程只研究有限维的情况）

新授：

为了引进度量的概念，首先先在向量空间中定义一种运算：

定义 1 设有 n维向量









































nn y

y
y

Y

x

x
x

X

2

1

2

1

, ，令   



n

i
ii

T yxYXyx
1

,

 YX , 称为向量 X 与Y的内积。

实际上，内积是 nR 到 1R 的一个映射，也就是说，任给 nR 中的两个向量，都可以按照上面

原则对应一个实数  YX , 。

下面就对这个映射进行进一步的研究。

内积具有如下性质：（用 ZYX ,, 表示n维向量，表示实数）

（ⅰ）    XYYX ,, 

（ⅱ）    YXYX ,,  

（ⅲ）      ZYZXZYX ,,, 

（ⅳ）     00,,0,  XXXXX

（证明过程讲，教案略）

※（Schwarz）施瓦茨不等式：     YYXXYX ,,, 2  ，等号成立当且仅当向量 YX , 线性相

关。（教材没有证明）

Pr. 当 0Y 时等号显然成立

下面不妨设 0Y
令 t是一个实变量，作向量 tYXZ 

由向量的内积的性质知     0,,  tYXtYXZZ （对任何 t成立）

∴      YXtYYtXX ,2,, 2  特别的取
 
 YY

YXt
,
,

 代入时

有结论成立。

向量 YX , 线性相关显然等号成立；反之当等号成立时，由上可得： 0Y 或者

 
  0

,
,

 Y
YY
YXX ，∴ 向量 YX , 线性相关。（证毕）

在几何空间中，利用了向量的内积定义了向量的夹角和长度：



cosYXYX  ，其中 是向量 YX , 的夹角。现在没有明确的几何直观。类似的定

义向量的长度如下：

定义 2 记   22
2

2
1, nxxxXXX  称 X 为 n维向量 X 的长度或范数。当

1X 时称 X 为单位向量。

向量的范数具有以下性质：

（ⅰ）非负性 0X ， 00  XX

（ⅱ）齐次性 1RXX  

（ⅲ）三角不等式 YXYX 

证明：性质（ⅰ）、（ⅱ）显然

（ⅲ）

       

   222

2

)(,,2

,,2,,

YXYYXXYX

YYYXXXYXYXYX





（利用了施瓦茨不等式）

并且，由于   YXYX ,

∴
  1,


YX
YX

（当 0YX 时）

于是可以定义
 

YX
YX ,arccos 称为 n维向量 X 与Y的夹角。

特别的如果   0, YX 时，显然  90 ，这时把几何空间中向量

垂直的概念加以推广则有下面的概念：

定义 3 当   0, YX 时，称 n维向量 X 与Y正交，显然 0 向量与任何向量都满足内积为 0，

所以规定 0向量与任何向量都正交。对一组向量 r 21 , 来说，如果它们是两两

正交的，就称 r 21 , 是正交向量组。

对正交向量组有以下性质：

定理 1 若 n维向量组 r 21 , 是一组两两正交的非零向量，则 r 21 , 线性无关。

Pr. 设有一组数 rkkk 21 , 使得 0
1




r

i
iik 

对该等式两端分别用 T
j 左乘（即用它作内积）有

002211  T
jr

T
jr

T
j

T
j kkk  

上式中除了 0 jj
T
j  ，其它均为 0



∴ 0jk （ rj ,2,1 ）故 r 21 , 线性无关。 （例 P115例 1）

既然一组两两正交的非零向量 r 21 , 线性无关，当它们是向量空间的基时，是一

组特别的基，给一个特别的名称：

定义 4 设向量组 r ,, 21 是向量空间 )( nRVV  的一组基，并且它

们是两两正交的单位向量，就称向量组 r ,, 21 是向量空

间V 的一组规范（标准）正交基。

举例解释，尤其是直角坐标系的例子，还有向量在规范正交基下的坐标的例子。

那么，如何从一组基 r 21 , 得到一组规范正交基 r 21 , 呢？下面解决这个问

题，这个过程称为施米特(Schimidt)正交化过程。

首先是（1）正交化过程，然后是（2）单位化过程。具体如下：

（1） 11  
 
  1

11

21
22 ,

,





 

(    
     

    0,
,
,

,
,
,

,, 11
11

21
211

11

21
2121 








 








 其它类似可用归纳法证明)

 
 

 
  2

22

32
1

11

31
33 ,

,
,
,









 

... ... .. ...

 
 

 
 

 
  1

11

1
2

22

2
1

11

1

,
,

,
,

,
,




 r
rr

rrrr
rr 












 

可以证明 r 21 , 两两正交。

(2) 再令
i

i
i 


  （ ri ,2,1 ）则 r ,, 21 是一组规范正交基。

例题：教材 P116-117

当把 n个两两正交的 n维单位向量排列成为一个矩阵 A时显然有 EAAT  。对于这种矩

阵我们给出一个概念，因为它有着明显的几何意义。

定义 5 如果 n阶矩阵满足 EAAT  ，称 A为正交矩阵，简称正交阵。

对正交矩阵来说因为 EAAT  ，所以矩阵 A是可逆的，并且有 TAA 1 ，正交矩阵的

几何意义可以从下面分析得到：

定义 6 若 P为正交矩阵，则线性变换 PXY  称为正交变换。

（其中 YX , 是向量）

对正交变换下的向量 YX , 进行求长度的运算，可以发现：



    22 ,, XXXEXXPXPXPXPXYYY TTTT 

即，在正交变换之下，向量的长度没有改变，这种变换一般在物理学（力学）中称为刚

体变换。

§5.2 方阵的特征值与特征向量

教学目的：理解并掌握特征值、特征向量，掌握特征值、特征向量的求法

教学重点：掌握特征值、特征向量的求法

教学难点：特征值、特征向量的求法

导入 ：在前面的研究中我们看到，矩阵的各种特性（比如对应的行列式、矩阵的秩等）对

于解决各种问题都是十分重要的。矩阵还有一个十分重要的特性就是对于方阵来说，它的所

谓“特征值”也是十分重要的。本节就来学习相关知识。

新授：

定义 7 设 A是 n阶矩阵，如果数和 n维非零列向量 X 使关系

XAX  成立，则称数为矩阵 A的特征值，非零列向量 X 称为 A的对应于的（属

于的）特征向量。

从特征值以及特征向量的定义可以得到：

 和向量 X 满足 0)(  XEA 

并且，由于 X 是非零列向量， A是 n阶矩阵，所以

0 EA  ，也就是说是方程 0)(  EAf  的根。

因此方程 0)(  EAf  称为矩阵 A的特征方程，所以矩阵的

特征值实际上就是特征方程的根。

而对于某个特征值来说（∵ 0)(  EAf  是关于的 n次多项式 ∴根有可能为重

根）

求出方程组 0)(  XEA  的基础解系就能够得到所有对应于的特征向量。

看两个求矩阵的特征值和特征向量的例子（P120-122）
进一步分析矩阵的特征值和特征向量，可见如下特性：

（1）根据方程的根与系数的关系有：


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11
 （当考虑复数根时，有 n个根）

A
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i
i 

1



（2）设 是方阵 A的特征值。则 2 是 2A 的特征值；当 A可逆时，

1

是 1A 的特征值。

Pr. ∵ XAX  ∴ XAXXAAXAXA 22 )()()(  

故 结论成立



又 XAX 1  ∴ XXA

11  故 结论成立

对于特征值以及特征向量还有一个重要的结论就是：

定理 2 设 r ,, 21 是矩阵 A的 r个互不相同的特征值， r ,, 21 依次是与之对应的特

征向量，则向量组 r ,, 21 线性无关。

Pr. 考虑 r ,, 21 的线性组合
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∵ i 互不相同，根据范德蒙行列式的结果知道 0iix 

但 0i ∴ ),2,1(0 rixi  故 r ,, 21 线性无关。

例 10 见教材 P123


